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(Представлено академиком П. С. Александровым 11 XI 1973)

Пусть R — произвольное кольцо * (без топологии) и А — некоторое его 
подкольцо. В общем случае существует такое кольцо R и такое его 
подкольцо А, что в А можно задать топологию, которая не продолжаема 
до топологпи всего кольца R, т. е. в кольце нет такой топологии, согласу­
ющейся с операциями кольца R, которая индуцировала бы в А первона­
чальную топологию. Для этого достаточно взять в качестве R бесконечное 
кольцо, допускающее только дискретную топологию (такие кольца су­
ществуют, см. (‘), а в качестве А некоторое счетное его подкольцо. Тогда 
А допускает недискретную топологию (см. (2)) и эту топологию нельзя 
продлить на все кольцо R.

* Под кольцом понимается не обязательно ассоциативное кольцо.

Однако вопрос о продолжении топологии с подкольца А на все кольцо 
R иногда может быть решен положительно. Так, например, если А и 
R — поля, причем R является алгебраическим расширением поля А и в А 
определена топология, задаваемая с помощью нормы, то ее можно прод­
лить на поле R, причем полученная топология тоже задается с помощью 
нормы (см., например, (4), стр. 510).

В (5) доказывается теорема о возможности продолжения любой ло­
кально ограниченной топологии поля А на всякое его счетномерное ал­
гебраическое расширение R. В настоящей работе доказывается аналогич­
ная теорема без требования счетномерности, а именно:

Пусть R — произвольное поле, являющееся алгебраическим расшире­
нием поля А. Тогда всякая локально ограниченная топология поля А мо­
жет быть продолжена до топологии поля R.

Однако метод продолжения топологии с А на R, предложенный в этой 
работе, не дает в общем случае локально ограниченную топологию в R- 
Поэтому пока остается неясным вопрос о возможности продолжения ло­
кально ограниченной топологии с А до локально ограниченной топологии 
поля R.

Замечание 1. Всякое локально ограниченное ассоциативное коль­
цо R обладает таким базисом {Ит|'ТеГ} окрестностей нуля, что: 1) Уо яв­
ляется ограниченным окрестностью нуля в R и подполугруппой мульти­
пликативной полугруппы кольца R. 2) Для каждого окрестность У, 
является идеалом в полугруппе Уо.

Итак, пусть А — произвольное локально ограниченное поле и {Ут| 
е=Г} — базис симметричных окрестностей нуля. Не нарушая общности, 
можем считать, что Уо является подполугруппой мультипликативной по­
лугруппы поля А и ограниченной окрестностью нуля, а остальные У7 — 
идеалами полугруппы Уо. (

Рассмотрим множество 5И всех таких последовательностей A="fi, у2,... 
индексов из Г, что Vvi+l +УТ1+1^У71 и У7,+У71<У0.

Для каждой последовательности A=yi, у г,... можно определить
на А такую вещественную функцию £д(я)>0, что выполнены условия: 
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1) если a^V4, то Вд(а)^2~* +1; 2) если ^(а)^2'\ то a^Vyic; 3) £д(а+ 
+Ь)<|д(а)Пд(й).

Для этого достаточно в лемме 2 из (3) взять Ut=A, если гСЗ, и Ut— 
==Vy _3, если г>3.

Замечание 2. Если Д=71, 7г,... и Д'=7/, 7/,... — такие последо­
вательности из 2Л, что VyisVvi+2 для всех i>l, то £дДя)>£д(а) и £дДа)> 

«) для любого a^Vy,'.
Замечание 3. Для произвольной последовательности Д=71, 7г,... 

и любых элементов яеЕ0 и b^Vy, £д(а6)^4|д(—Ь).
Пусть Х={ха| aeQ} — произвольное множество переменных, зануме­

рованное элементами из вполне упорядоченного множества Q, и U — мно­
жество всевозможных ассоциативно-коммутативных слов от множества 
переменных X (единицу поля А тоже будем считать словом), и пусть 
каждому элементу и^А поставлено в соответствие некоторое число s(u), 
так что s(l) =1 и s(ui-u2) =s(ut) -s(u2) для любых и{, u2^U.

Обозначим через А (X) коммутативное кольцо многочленов от множе­
ства переменных X над полем А. Для каждого аей рассмотрим много- 

член q)a=a:ana+ X X из А(Х), где а и,л,а — элемен-
i=0 /геК д

ты из U, не зависящие от хр для р5*а,  причем и^^и^а и s(za)> 
>£s(ui^a). Если Ф = {фа|аЕЙ}, то через 7® обозначим идеал в А(Х), по- г‘й
рожденный множеством Ф.

Пусть 51 — множество всех неубывающих последовательностей неот­
рицательных целых чисел. Для любых последовательностей M=mt, т2,... 
и N=ki, к2,... из Э1 и произвольной последовательности Д=71, 7г,... из ЗЯ 
определим множество всех таких элементов / из А(Х), для каждо­
го из которых существует такая конечная последовательность щ,..., и„ 

р
элементов из U, что / можно записать в виде где а^А, причем при

£=1

этой нумерации выполнено неравенство X (2m,<a!’-2'i‘£A(ai)) <1.
i=l

Доказываются следующие свойства множеств 17и1Я,л:
I. Для любых множеств Wm.h.s и WM',n',A' существует такое множест­

во что TE.v",1у''1Д',х,дПPEm'.n'.a'.
II. Для любого множества 1ЕЛЛК,Д существует такое множество 

W.m'.n’.a', ЧТО 1Ем',я',Д’—1Едг',.у’,Д’ — 1Едг,1У,Д.

III. Для любого множества Жм,«-,д существует такое множество-
ЧТО IVm',n',a'■ 1Ем',1У',Д’—ТЕ>и,Лт,Д.

IV. Для произвольного элемента f~A (X) и любого множества РЕи,я,д 
существует такое множество Wm'.n'.a', что /• Илл-,Я-,Д-^1Е'МЛ,Д.

Г
V. Пусть /= X а/н/ — такой многочлен из кольца А (X), что в любом

j=i

слове ы/ каждая переменная ха входит не более чем па— 1 раз (см. на в 
определении многочленов фа) и Если /eWMilV,A+7®, где А=
=71,7г, • • • е2Я, п Х[=т,, т2,..., N=kt, к2... — такие последовательно­
сти из 31, что Hii>l, 2zz-2”’<-,<2m< и п,=0, то a'<^Vy, для всех /=Сг.

Лемма 1. Любой элемент f^A(X) может быть представлен в виде 
f'+f", где /'^1ф, а в многочлене j" каждая из переменных ха входит в 
степени не большей чем па— 1.

Лемма 2. Если поле R является алгебраическим расширением свое­
го подполя А и в А определена некоторая недискретная топология, то для 
любой окрестности нуля Vo в А существуют такие трансфинитные после­
довательности подполей . поля R, элементов а0, а„ ... из R и
многочленов 4>0(г/), 'l’i(iz), • • • от одного переменного у над R, что выпол­
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нены следующие условия:
A) 1Ц«=Я;
B) Л=Л;
C) Аа — минимальное подполе в R, содержащее подполе А и множест­

во {ат|у<а}, причем aa^Av для 7<а;
D) (у) ~ неприводимый многочлен некоторой степени па над полем

n "а_1

(J Ag, и может быть записан в виде у а + 5S btth,a-zith,a.-У', где — <=ОЛеК;>а
элементы из А, принадлежащие окрестности Vo, а каждое zi:h,a имеет вид 
а$, ia^2 2 • •. 1 для и причем z^/,,^ ? ^i,k2,a,

E) каждый элемент аа является корнем многочленов фа(у), т- е. 
(®а) В,
F) для любого а любой элемент d^Aa представим единственным об-

р
разом в виде Ьо+5 Ъ&, где b^A, a zf имеют вид ав1г‘‘“а/2 • • • «акг», где 

i=i к
0<сс,<а, 0<rj<naj и Z:^=Zj.

Теорема 1. Пусть R — произвольное поле, являющееся алгебраиче­
ским расширением поля А. Тогда всякая локально ограниченная кольце­
вая топология в А может быть продолжена до кольцевой топологии в R.

Доказательство. Если в А определена дискретная топология, то 
дискретная топология в R является ее продолжением на все R. Поэтому 
будем считать, что в А задана недискретная топология.

Пусть {Ет|'уеГ} — некоторый базис окрестностей нуля в заданной то­
пологии кольца А. Не нарушая общности, можем считать, что То являет­
ся ограниченной окрестностью нуля и подполугруппой мультипликатив­
ной полугруппы кольца А, а остальные Fv являются идеалами в полу­
группе Vo-

Пусть {Аа|а<ф0}, {аа|а<^0} и {4>а(у|) |а<^0} — трансфинитные по­
следовательности соответственно подполей, элементов из R и многочленов 
над R, построенные в лемме 2. Рассмотрим множество Х={ха | а<р0} пе­
ременных, занумерованное теми же трансфинитными числами, что и эле­
менты указанных выше последовательностей, и коммутативное кольцо 
А (X) многочленов от множества переменных X над полем А.

Через фа обозначим элемент из А (X), который получается, если в 
записи многочлена фа(у) (см. условие D) леммы 2) подставим вместо у 
переменную ха, а вместо а₽ переменную для всех ^<а.

иа-1

Тогда фа=^аПа+ 5 5 ГДе a^V0. а Uijk<a — ОДНОЧЛвНЫ,
i=0

в которых переменные х9 для р>а не входят, а переменные для р<а 
входят в степенях не больше, чем np—1, причем

Пусть Ф={фа|а<Ро} и Z® — идеал в А(Х), порожденный множест­
вом Ф. Если U — множество всех ассоциативно-коммутативных слов от 
переменных X, то для каждого элемента u^U определим число s(u) сле­
дующим образом. Положим s(l)=l (единицу поля А считаем словом от 
пустого множества переменных). Допустим теперь, что числа s(u) опре­
делены для всех слов от переменных для у<а, причем s(ui-u2)=s(ul) • 
■s(u2). Если и — произвольное слово от переменных х., для то м=п1-
•хат, где и, — слово от переменных ху для ц<а и г —некоторое натураль­
ное число.

Возьмем s(n) =s(ui) [1+5 «(»<,»,«) ]г, где пробегает множество
t.fc

всех слов в записи многочлена фа.
Таким образом, для любого элемента u^U определено число s(u), при­

чем выполнены условия: 1) s(ut-u2) ^sfu,) , 2) s(xa) >5 s(uiik:a) 
i,k 

для любого a.
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С помощью функции s(u) и базиса {Fa| уеГ} окрестностей нуля по­
ля А определим, как это сделано выше, совокупность 12И,
ДеВД} подмножеств в кольце А(Х). Тогда множества ИДи.л-.д удовлетво­
ряют свойствам I—V.

Если теперь £ — такое отображение множества X на множество 
{аа | <х<р0}, что £(za)=a«, то его можно продолжить до такого гомоморф­
ного отображения £ кольца А(Х) на поле R, что £(&i)=6 для любого эле­
мента Ъ^А и (0) =1ф.

Учитывая, что множества Wm,n.& удовлетворяют свойствам I—V, с 
помощью леммы 1 доказывается, что совокупность множеств Wm,n,^= 
=?(PEm,w,a) можно взять в качестве базиса окрестностей нуля, чтобы пре­
вратить R в топологическое кольцо, причем эта топология в подкольце А 
индуцирует исходную топологию.

Теорема 2. Пусть R — произвольное поле, являющееся алгебраиче­
ским расширением поля А. Тогда всякая локально ограниченная тополо­
гия поля А может быть продолжена до топологии поля R.

Доказательство. Пусть {ИЛЛЛ1у,Л|ЛД N^31, ДеЯП} — базис окрест­
ностей нуля в кольце R, построенный по теореме 1. Тогда проверяется, 

что совокупность всех подмножеств UM n д = —- — в R может
I + VFm.N.A

быть взята в качестве базиса окрестностей нуля, чтобы превратить R 
в топологическое поле (т. е. в такое топологическое кольцо, в котором 
отображение b->-b~l является непрерывным), причем полученная тополо­
гия индуцирует в подполе А исходную топологию.
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