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ИТЕРАЦИОННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ КОЛМОГОРОВА 
В СТАТИСТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКЕ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ

Уравнение Фоккера — Планка — Колмогорова можно записать в виде

(1)

здесь p=p(xit... ,хп, 1) — плотность вероятности в фазовом пространству 
динамической системы г=1, 2,..., n, Siik — спектральные; плот^
ности и взаимные спектральные плотности шумов 

г=1 г,я = 1

д2
dxi dxh

(2)

линейный оператор. Распределение вероятности в начальный момент 
времени £=0 задано:

р (^н • • • , хп, 0) До (^i,.. ., Хп). (3)
В работах (*,2) для случая, когда функции /<=/<(^i,..., i) анали­

тические, развит приближенный метод решения уравнения (1) с помощью 
степенного ряда по xt для In р. Недостатком этого метода, помимо ограни­
ченности ft классом аналитических функций, является трудность получе­
ния оценок сходимости решения.

В данной работе рассматривается другой метод приближенного реше­
ния уравнения (1), который может быть назван итерационным. В инте­
ресах простоты метод излагается для случая, когда функции fi и величи­
ны Si, к не зависят явным образом от времени t (стационарная динами­
ческая система). Обобщение на случай нестационарной системы не­
сложно.

Допустим, что функции f= (flf ро таковы, что для области G
фазового пространства можно указать такое положительное число D и це­
лые числа и p>d, что для любого x=(xt,.. ..,xn)^G и натурального 
числа v>ji справедливо неравенство

<4’

Тогда решение уравнения (1) может быть представлено в виде ряда

р_ (1 _ A Z+А г _...)£ (М) -(5) 

v=0 .

который можно записать символически й ' :
р=ехр (—tL)p0. (6)

При условии (4), которое, конечпо, является только достаточным, но 
не необходимым, ряд (5) равномерно сходится в области G. Равномерно 
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сходятся и ряды, получающиеся дифференцированием dpldt, Lp. Под­
ставляя (5) в уравнение (1), убеждаемся, что оно удовлетворяется. Вы­
полняется также начальное условие (3). Итак, (5) действительно являет­
ся искомым решением.

В случае отсутствия шумов (&, ft=0) в точке равновесия (/=0) опе­
ратор (2) вырождается в след якобиана

При непрерывных функциях /< в достаточно малой окрестности равно­
весной точки

i—1
(7)

Из (7), (5) или (6) вытекает приближенное выражение текущей плот­
ности вероятностп в малой окрестности равновесной точки системы без 
шумов

W.exp(<£^-). (8)

t=i

п Л*Динамические системы, у которых 2! —— = 0, можно назвать обоб- 
>=i дх<

щенно консервативными. Для таких систем в малой окрестности равно­
весной точки

L
i,k—l

д2
д Xi дхк

Нетрудно показать, что если ряд

2 1! Z-J ' dxtdxk 22 2! La ' ' 
i,k=i — l

полученный из (5), сходится, то он сходится к функции
1 Г “ Г ,

1,1 dXi dxk dxj dxi • >

Р ((2nZ det 5)'1)"

X ехр [-4SX'
i,k=l

(9)

являющейся точным решением уравнения теплопроводности, в которое 
вырождается уравнение (1) при указанных условиях. В формуле (9) 
Si,^ — элемент обратной матрицы «S'-1=||«S,i, ft||—*, det S — определитель 
матрицы S.

Суммирование бесконечного ряда (5) в общем виде возможно лишь 
в особых случаях. Ограничиваясь суммой первых ц членов ряда, получа­
ем приближенное решение

Р- = У, (-l)v —Lvpo, p=p.+Rv.
v=0
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Модуль остатка ряда 17?v | в области G в соответствии с (4) не превыша­
ет величины

Rdtl(Dt) = р0 Г
V=|l

О'
(v-d)!

Г Oi (Dty~d~l 1-P.(D() [eIp(I>()-t- —(10)

На рис. 1 представлены зависимости достаточного числа членов 
да (5) для обеспечения относительной ошибки приближения р, не 
вышающей Rd, м//>0=0,05, от приведенного 
времени x—Dt и параметра d.

При больших х для достижения задан­
ной точности может потребоваться вычис­
ление большого числа членов ряда (5). 
В этом случае более экономной может ока­
заться следующая процедура. Все время 
переходного процесса в динамической си­
стеме, предполагаемой устойчивой в ста­
тистическом смысле, разбивается на интер­
валы. Для первого интервала приближен­
ное решение строится указанным образом. 
Полученное в конце интервала прибли­
женное распределение вероятности прини­
мается за начальное для второго интерва­
ла и процедура повторяется для всех по­
следующих интервалов.

Изложенный метод легко обобщается на уравнение вида
дтр 
—-■ + Lp=0, 
dtm

ря- 
пре-

где L — произвольный линейный стационарный оператор по х,

pt=o—po, ( <5? \

1

1 Г3 ! дт~1р
dt / <=о \ dt / о ’ \ dtm~l J1 \ dtm~' }

— заданные начальные условия. 
Если ряд

(—)\ дК /
(13)

V=0 F=o
равномерно сходится в области G с его производными, входящими 
то он сходится к решению уравнения (И), удовлетворяющему началь­
ным условиям (12).
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