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Пусть G — клейнова группа, т. е. дискретная неэлементарная подгруп­
па группы М всех мёбиусовых автоморфизмов g(z) = (az+b)/(cz+d), 
ad—bc—i, расширенной комплексной плоскости С; 62(G) и A(G) — соответ­
ственно множество разрывности и предельное множество группы G. Рассмот­
рим гомоморфизмы %: G-*M и назовем гомоморфизм х допустимым, 
если он сохраняет параболичность и эллиптичность элементов, т. е. для та­
ких элементов квадрат следа tr2 x(g) =tr2 g= (a+d)2. Если группа G конеч- 
нопорожденная, что мы и будем всюду в дальнейшем предполагать, с г об­
разующими, то множество допустимых гомоморфизмов G есть г-мерное 
аффинное алгебраическое многообразие (см. (*)).

Назовем квазиконформными деформациями группы G 
гомоморфизмы X/ вида g~^f°g°f~l, q^G, где / — квазиконформный автомор­
физм С с комплексной характеристикой Ц/=/т//г такой, что pf=dz/dz — 
G-инвариант, ||р./||ОО1<1 и, p/|A(G) =0. Тогда Gt=fGf~l — также клейнова 
группа, X/ — изоморфизм G на G{, допустимый для G. Группа G называется 
(квазиконформно) стабильной, если всякий допустимый гомо­
морфизм G->M, достаточно близкий к тождественному в том смысле, 
что для некоторой системы образующих gi,. .., gr группы G их образы 
X (gj) близки к самим g„ 7=1,..., г, индуцйруется квазиконформным авто­
морфизмом /: С-*С с малым &(/) — 1!,щ||оо. Если же указанным свойством 
обладают только х=Хь т- е- квазиконформные деформации G, то группа G 
называется условностабильной.

Некоторые признаки стабильности групп установлены в (*, 2). Напри­
мер, квазифуксовы (и в частности, фукеовы) группы стабильны.

Л. Берс высказал гипотезу, что любая конечно-порожденная клейнова 
группа условно стабильна (см. (3, 4)). Здесь мы докажем теорему, уста­
навливающую справедливость этого утверждения.

Обозначим через Их/ (g) —gll максимум модулей разности между соот­
ветствующими коэффициентами преобразований g и X/(g)-

Теорема. Существует е0>0 такое, что при е<е0 каждая квазикон­
формная деформация хД G-*M, обладающая тем свойством, что для не­
которой системы S: gi,..., gr образующих G выполняется неравенство 
max||x/(gj)—gjll^e, индуцируется квазиконформным автоморфизмом fe:

3
С-*С с <т] (е), где ц(е)-*О при е-*0. Постоянная е0 зависит только 
от G uTi

Доказательство. Так как G конечно-порождена, то 62(G)/G есть 

объединение (J 8, конечного числа римановых поверхностей 5,- конечного 
7=1

типа (р„ Wj) и соответствующие компоненты связности 62(G) разветвлены 
над S, каждая в конечном числе точек, являющихся проекциями эллипти­
ческих неподвижных точек G при отображении л: 62(G)62(G)/G (5). 
Найдется N неэквивалентных между собой компонент 62ь ..., 62w мно­
жества 62(G), которым эквивалентны все остальные. Обозначим через 
G(G) множество неподвижных точек эллиптических элементов G (если 
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их нет, E(G)=0) и положим Qo(G) =Q(G)\E (G), Q03=Q3\E(G), S(li= 
=й\л(Е(С)). я

Пусть Ра — фундаментальное множество группы G, лежащее в (J Q3, 
5=1 

для определенности ограниченное дугами окружностей (ср. (6)), и PQj = 
=P0DQ3. Тогда стороны PQj попарно эквивалентны между собой, а преоб­
разования gi, j,..., g„;j, „ переводящие эти эквивалентные стороны друг 
в друга, порождают подгруппу GUj- = {geG: g(Q3)=fi3}. Так как gh,, выра­
жаются через gi,..., gr, то

IIX/(g*, i)~gk, jll<Ge, k=i,...,mh C=const<«>. (1)

Каждая область intPCj- конечно-связна п ее эквивалентные граничные 

дуги lk,j, lk,j =gt, i(lk, 3) являются либо окружностями, либо их дугами. 
В силу (1) и допустимости можно построить область int Pf, той же 
степени связности, что и int Paj, ограниченную гладкими жордановыми 
кривыми If.h.i, , попарно эквивалентными относительно элементов 
X*(g*. С p(lf, h, j, 1к, к—i,..., m,j. Отождествляя эквивалентные
точки сторон lftk,i, lf,k,i вне /(E(G)), получим риманову поверхность 
Sof, j того же типа, что и S<>j.

Если intPaj не односвязна, то проведем в ней дополнительные разре­
зы j так, чтобы они соединяли эквивалентные точки lit j, l\, и определя­
ли замкнутые кривые щ 3=л (с\ 3) на Soi, образующие вместе с ?t(dPaj ) 
рассечение 50з; тогда поверхность 50з\[л (dPaj) (J (U°>', i) 1, а вместе с ней 

и область Po> = (intPop\(U<4j), односвязна. Bint7\0? проведемС'е-близ- 
i

кие к о., j аналогичные кривые ол i>3, определяющие кривые о.#, >, 3 на SWi3, 
п положим (intP, Oj-)\(Uo.,з)=А,о,-. В PQj найдется замкнутый круг 

. i
QJ: |z—z3|<t3, принадлежащий Pt,aj при всех e<et, если щ достаточно 
мало.

Рассмотрим теперь голоморфные универсальнее накрывающие отобра­
жения /г3: G3-*Q03, /=1,...., N, где G3 — круг |£|</?3 такой, что /i3(O)=z3, 
fe/(O)=l. Им соответствуют фуксовы группы преобразований наложе­
ния Uj над QOj и фуксовы группы Г3 преобразований наложения G3 над 50з, 
образующие при каждом / точную последовательность

г Ч
1—>Я3-*Г3—>G„.^1, 7=1, ...,2V,

где 1 — тривиальная группа, г — вложение, ~ униформизирующий гомо­
морфизм, определенный по формуле Л3°у=Х'‘3- 'ТеГ'3. Заметим, что Г3-
порождается преобразованиями "fi, 3,..., "fm->3, переводящими дуги-прооб­
разы и Л3~* (щ, 3) в им эквивалентные дуги, ограничивающие
вместе с самими Л3-1 (Zk, 3), /г3_1(о<, 3) фундаментальный многоугольник 
группы Г3, содержащий £=0. При этом функция Л3_,(г) однолистна в Ра- 
и продолжается до конформного отображения Soj на С73/Г3.

Отобразив теперь универсальную накрывающую поверхности Saf, j кон­
формно на круг Ujt: | ^ | <Z?JE, получим аналогичные фуксовы группы 3, 

i Х^А
Г?,3- и точную последовательность 1—^Ht.s—*Т/,3—*~Gff(n^—>1; здесь 

hje — униформизирующее конформное отображение Uje->-Soi, 3, которое 
также нормируем условиями A3e(O)=z3, А3/(0)=1. Функция /г-е~‘(г) одно­
листна в Р/, oj .
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Покажем, что lim7?je=7?. Допустив противное, найдем последователь- 
е->0

ность £nV0, для которой lim 7?ае„=/?з0^й. Тогда соответствующие функ- 
71->оо

ции (pjn(z) =Лзеп~1(г) образуют в Qz. компактное семейство и можно выде­
лить подпоследовательность, которую снова обозначим через {<рзп}, схо­
дящуюся неоднолистной аналитической функции <pj0(z). Так как соответ­
ствующие Pf, 0- сходятся к Poj как к ядру относительно точки zs, то <р3„-*-<р3о 
равномерно на компактах из PQj, а следовательно, ф3о продолжается до 
конформного отображения поверхности 50з. При этом Rj0<°°, так как G 
не элементарна и Л(С?) бесконечно. Но тогда в силу равенств /1/(0) =1 и 
<Рл>1(0)=1 должно быть фз0(г) =/i3_1 (z) и R10=Rj вопреки допущению.

Переходя, если нужно, от /i3(t) и /1зг(£) к функциям /г3(£/./?3) и 
Лзг(£/7?38), e<8i, можно сразу считать, что все U}e и U, совпадают с кру­
гом U: |£| <1 и фуксовы группы Г/, * Га- действуют в U. При этом для по­
верхностей 50з п Sof^ имеем коммутативную диаграмму групп и гомомор­
физмов

с точными строками и столбцами, а также оценку

НК —aj(Kj)ll<6(e), А=1,..., т3, (2)

где б(е)->0 при е-*0; а3(^к, 3) — образующие ГЛ 3, переводящие дуги 
/»зг_1(//, 4, j) и fe3E_1(o/, 3) в. эквивалентные им.

В силу квазиконформной стабильности фуксовых групп при достаточ­
но малом e<e0^8i существует т](е)-квазиконформный автоморфизм кру­
га U, порождающий изоморфизм а3 и проектирующийся на Q03 в т](е)-ква­
зиконформный гомеоморфизм fe}: QOj-+f(QOi), причем Х/ЕЗ =Х/ Для g^GOj- 
Это позволяет продолжить все /Е3, 7=1,..., N, до единого квазиконформно­
го гомеоморфизма Д: Qo(G)-*Qo(G/) такого, что /e|QO3=A3 и Х/Р(й') = 
=Aog°A_i=X/(g) при всех g^G. Тогда гомеоморфизм Qc(Gf)-+Q0(Gf)
коммутирует с Gf и по теореме Маскита (7) продолжается квазиконформно 
в С, если положить =w на A(Gf) UZ?(Gf), т. е. /„=/ на Л((7) U7?(G).
Теорема доказана.

Отметим также, что при наличии оценки (2) существование искомого 
гомеоморфизма /е можно вывести и из теоремы 1 работы (8).
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