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1. Обозначения. Пусть 2)1 —счетная стандартная транзитивная 
модель ZFC (С — аксиома выбора, в дальнейшем рассматриваются только 
такие модели) и 91^2)1 — такая же модель.

Пусть хе91, — произвольные подмножества 2)1. Будем писать
х^члУ, если (где 2)1 (у) — конструктивное замыкание множества
ЗЯи {(/} по ординалам из £01, подробно см. (5)); и х~^у, если х^^у и 
у^урх. Очевидно, ~® — отношение эквивалентности, а эд — частичный 
порядок на классах эквивалентности. Следуя (2), классы эквивалентности 
относительно ~® будем называть степенями К-конструктивности. Частич­
но упорядоченное множество (или класс) всех степеней ВД-конструктив- 
ности подмножеств ординального ряда 201 будем обозначать Const® (91).

Пусть 91=2)1 (а), где <г~(пл. Если а является генерическим в смысле (3), 
будем писать aeG(2)?), если случайное в смысле (3), то де/? (2)1), а если 
а — генерическое в смысле (2) (полученное вынуждением с помощью совер­
шенных множеств), то a^S (24).

2. В работе (2) Сакс ставит вопрос о возможных структурах 
Const® (91).

Если Р, Q — частично упорядоченные множества, P~Q, ХхХу[х^Р&у<= 
^P-+[x^Py=x^Qy] ] и XxXy[x<^P&yeQ&y^Qx^>-yG=P], будем называть 
Р начальным сегментом Q. Подобие (—) частично упорядоченных 
множеств будем понимать в смысле порядкового изоморфизма.

Для единства терминологии будем считать со0 недостижимым карди­
налом.

Если Р — частично упорядоченное множество, то символом J(JP) будем 
обозначать совокупность всех начальных сегментов в Р, упорядоченную 
по включению.

Если х —кардинал, то пусть Т'(н) = {J(P) | card (P)=Cx&VX[Xs 
^Р&Х — антицепь &^хХу ]-> card(X)<x]}; 7’2(х) =
= {J(P) | ХХ[Х^Р-+Х имеет минимальный элемент] &card (P)=^x); 
Т3(х) = {/(P)|VX [X —антицепь &Х <= Р card(X) < х]}; Г2(х) =
=7’*(х)ПГ2(х) и т. д. (Х^Р называется антицепью, если ХхХу [х,у<= 

-х^у].
Теорема 1. Пусть х — недостижимый кардинал в 24, /е24 и

241=«Л=Г3(х)».
Тогда найдется расширение 91э24 такое, что Const® (91) — J-
Теорема 2. Если х — недостижимый кардинал в 24, то найдется 

такое расширение 91э24, что х останется недостижимым кардиналом в 91, 
Const® (91)^91 и 9Н= «Если 7е7'12(х), то ^Q[Q^J&Q — начальный сегмент 
Const® (91)».

Теорема 3. Существует расширение 91^24 такое, что Z=Const®(9l) 
принадлежит 91, несчетно в 91, но если й^91, а=о)л и Хе24(а), 24(а)Е«Х — 
начальный сегмент J», то X счетно в ЯЯ(а).
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Теорема 1 позволяет строить модели с фиксированным Const® (SR), 
теорема 2 —с «предельно богатым» Const®(SR), теорема 3 дает пример 
модели, структура Const® (SR) которой не может быть выяснена ни в ка­
кой ее подмодели вида HR(а),

Теорема 4. Пусть SIR — модель, L — совокупность конструктивных 
элементов SIR, хeHR, SIRtex — рамсеевский кардинал» (см (4)).

Тогда HRl=«VPV0[0<=x&0=card (0)&Р^0&/(Р)е7’12(0)-*Я(2[(2~
—J(P)&Q — начальный сегмент Constb(P) (HR) ] ]».

3. Известно (см. (*)), что если ae5(HR) и feT!(ai, то либо
fteSIR, либо Ье5(5Р1) и &~®а. В той же работе (2) упомянуто, что если 
aeG(HR), b^SR(a), Ь^ы„, b^SSl, то не обязательно &eG(HR), но тем не 
менее существует такое c^G(SIR), с^ЯЛ(а), что Ь~®с.

Теорема 5. Если а^ЩЯИ), то Const® (HR (а)) содержит cdj элементов 
и всякий элемент Const® (SIR (а)) содержит некоторое b^R(35V).

Теорема 6. Если a^G (HR) U7?(HR) U5(HR), a b^G (HR(a))U7?(HR(a)), to 
a^^Sl(b'). Но если b^S (%R(a)), to a’^W.(b'). Более того, если SR^SIR и всякий 
элемент Const® (SR) содержит некоторое c^G(3X)\JR(SSt) uaeS(ty, то дей­
ствительные числа ^(а) и SR(а) совпадают. В частности, если HRI=«exp(o>o) = 
=©!», SRl=«exp(coo) =к>2» и a^S(yt), то SR(a)E«exp(<oo) =®i», т. e. a^(o0 мо­
жет «склеивать» кардиналы от cot до exp (о)0) включительно.

Теорема 7. Пусть 0 — первый несчетный ординал 2R.
Тогда найдется такое f, что HR(/) — модель, SlR(/)t=«/ — биекция со0 на 

0&Vg [§•— биекция «>о на 5»g]»-
Иными словами, в 2R(/) есть всего одна степень SIR-конструктивности 

функций из ®о на 0 (очевидно, что для функций / типа построенных в (*) 
это не так).

4. Пусть HR^SR — модели. Пусть R — совокупность всех действительных 
чисел SR, а X=Z?nSIR.

Если A^R, то будем писать Л/(Л), если А измеримо; В(А), если А 
обладает свойством Бэра; Р(А), если А содержит совершенное подмно­
жество.

Теорема 8. Если a^G(SIR), то

HR (a) 1= «М (X)&~В (X)&~Р (X) &Р (Л-Х)»;

если a^R (SIR), то

ЗП(a)t=«~M(X) &В (X) &~Р (X) &Р (R—X)»;

если a^S(3Jl), то
SIR (a) «~М (X) &~В (X)&~Р (X) &Р (R—X)».

Теорема 9. Если HR — модель, то существует ее расширение SR такое, 
что SRt=«~7H(X)&~B(X)&card (X)<card (/?)».
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