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В статье рассматриваются однолистные и р-листные конформные отобра­
жения области соответственно с однолистным и р-листным квазиконформ­
ным продолжением в ее внешность. Для таких отображений устанавлива­
ются теоремы, усиливающие некоторые известные теоремы площадей для 
конформных отображений области. В связи с этим находится соответству­
ющая форма некоторых теорем площадей для функций, регулярных в об­
ласти с бесконечно удаленной внутренней точкой, за исключением полюса 
в этой точке, ранее полученных для функций, мероморфных в конечной 
области С).

Пусть В — конечносвязная область плоскости z, содержащая бесконеч­
но удаленную точку, с границей, состоящей из простых замкнутых анали­
тических кривых; P(z) =ocpz₽+ ... +a,iZ, арУ=0,— любой заданный полином; 
f.p (z), 0е[О, л],—та единственно определенная функция, регулярная в 
области В, за исключением полюса в z=°°, главная часть которой в z=«> 
(с причислением к ней и свободного члена) совпадает с P(z) и которая 
ставит в соответствие каждой граничной компоненте области В отрезок 
прямой наклона 0 к вещественной оси (2);

Jfp(z) = 1/2[7p°)(z)-7p”/2,(z)], Ар(г)=‘/2[/Г(г) + /'я/2) (z)]; (1)

в случае P(z) =z индекс Р у этих функций опускаем.
Пусть в окрестности z=°°

^(z) = £|^. (2)

V = 1

Величина S=25r1I называется размахом области В; она играет су­
щественную роль в некоторых проблемах конформных отображений (3).

Пусть, далее, A (р) — площадь (конечная или бесконечная) римановой 
поверхности, на которую область В отображается регулярной в ней функ­
цией w=g(z'); A(f) — внешняя площадь функции /(z) в области В, где 
/(z) — любая функция вида

/(z)=P(z)+g(z) (3)
с регулярной в области В функцией g(z) (4).

Имеет место равенство (*)
А(/-Ар)=А(Ар)-А(/). (4)

Из этого равенства, в частности, следует: в классе всех функций вида (3) 
верна точная оценка

р

-4 (/) JT VOCvCtmjSmv

mtv—l 
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и знак равенства в ней достигается только для функций /(z)=2VP(z) + 
+const. Для Р (z) =z этот результат известен (3):

Л(/)^‘/2л5.

Пусть {q)v(z)}, v=l, 2,... любая ортонормированная в области В 
система функций, регулярных и на ее границе, полная в классе всех функ­
ций, регулярных в этой области, с интегрируемым квадратом модуля и с 
однозначными первообразными в ней.

Предположим, что функция /(z) вида (3) слабо р-листна в среднем в 
области В в смысле определения, данного в (‘). Тогда имеем разложение

<30

/'(z)-2VP'(z)= £cv<pv(z), zefl,
V=1

где cv — коэффициенты Фурье разности f—NP' в системе {<Pv(z)}. Полагая

ip,/(z)=<pv(z), 4>v(°°)=0, v=l, 2,..., (5)

получаем разложение

/(z) = 2VP(z) + c0 + J^cvi|5v(z), z^B. (6)
V=1

Из равенства (4) следует
Теорема 1. Пусть функция вида (3) слабо р-листна в среднем 

в область В и NP(z), Smv, rf>v(z) определены формулами (1), (2) и (5).
Тогда коэффициенты разложения (6) удовлетворяют неравенству

СО Р

I Cv I —Л VOCvCtm^mv»

v=l m.v—l

в котором знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда внешняя 
площадь функции f(z) в области В равна нулю.

Следствие. Пусть функция вида /(z) =z+g(z), где g(z) — регуляр­
ная функция в области В, слабо однолистна в среднем в этой области и 
S — размах области В.

Тогда для коэффициентов разложения (6)
оо

./(z) = .W(z)+co+^cvi|>v(z), ze5,
V=1

имеем
со

У |с,|2<‘/2л5 (7)
V=1

со знаком равенства тогда и только тогда, когда внешняя площадь функ­
ции f(z) в области В равна нулю.

При дополнительных предположениях относительно области В и функ­
ции /(z), путем использования недавних результатов Кюнау (5) и Лехто (’) 
для квазиконформных отображений, далее устанавливаются некоторые 
новые теоремы площадей и, в частности, усиливаются неравенство (7) и 
неравенство теоремы площадей Г. М. Голузина (’) для функций, р-лист- 
ных в I Z | >1.

Конечносвязная область В плоскости z, содержащая бесконечно уда­
ленную точку, называется областью Грунского, если в ней 
2V(z)=z (5). Известно, что граничные компоненты области Грунского яв­
ляются замкнутыми аналитическими выпуклыми кривыми.
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Теорема 2. Пусть В — область Грунского плоскости z, Су, v=l,... 
... , п — ее граничные кривые, Dy — область, ограниченная кривой СУ.

Тогда для тех непрерывных однолистных отображений w=f(z) полной 
плоскости z на полную плоскость w, которые в области В конформны и 
нормированы условиями /(оо)='’°, /'(«>) =1, а в областях Dy, v=l,..., п, 
К-квазиконформны, выполняется неравенство

(l-k2)A(j-z)^k2A(j), (8)
где k=(K—i')/(AT+l), A (j—z) — площадь римановой поверхности, на кото­
рую функция w=f(z)—z отображает область В, A(f) — внешняя площадь 
функции j(z) в этой области. Знак равенства в (8) может иметь место 
только для отображений, аффинных в каждой из областей Dy с модулем 
комплексного отклонения, равным к; для отображений с комплексным от­
клонением, постоянным во всем дополнении к В, он реализуется только 
функциями

(z+co+ke-M^z), z^B,
lz+c0+&e(z—Iv+ipv), zeZ)v, v=l, ...,n, 

где |e|=l, £„=Re {/(n/2) (z)} и тр=1ш {/(0)(z)} для z^Cy, c0 — любая по­
стоянная.

Теорема 3. При условиях теоремы 2 имеем точную оценку:

где S — размах области В. Относительно знака равенства в этом неравен­
стве справедливо утверждение теоремы 2.

Для области |z|>1 эта теорема дает соответствующий результат Кю- 
нау (8).

Теорема 4. При условиях теоремы 2 для коэффициентов разложе­
ния (6):

оо

f(z) = z+c0+ ^^(z), Z^B,
v=l 

имеем точную оценку
со

У, lcJ2^*2-’/2nS.
V=1

Относительно знака равенства в этом неравенстве справедливо утверж­
дение теоремы 2.

Для области |z|>1 эта теорема дает соответствующий результат Кю- 
нау (8) и Лехто (6) — усиление теоремы площадей для функций однолист­
ных в области | z | > 1 с квазиконформным продолжением в круг | z | <1.

Далее рассматриваются многолистные квазиконформные отображения, 
осуществляемые так называемыми квазиконформными функ­
циями (9).

Теорема 5. Пусть P{z)=arzp+.. ,+a.iZ, аР^0,—любой заданный 
полином.

Тогда для тех функций w-j(z'), которые осуществляют непрерывное 
отображение полной плоскости z на полную р-листную плоскость w и ко­
торые в области |z|>1 имеют вид /(z) =Р(z) + g(z) с регулярной в этой 
области функцией g(z), а в круге |z|<1 К-квазиконформны, выполняет­
ся неравенство

(1-А2)4(/-Р)^22(/), (9)
где к—(К—1)/(К+1), A(f—Р) — площадь римановой поверхности, на ко­
торую функция w=f (z) —Р (z) отображает область | z | >1, Д(/) — внешняя 
площадь функции /(z) в этой области. Знак равенства в (9) реализуется 
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только функциями

Р (z) + c0+keP (i/z), lz|>l,
P(z) + Ctt+keP^z), lzl<l,

где | e | =1, Co — любая постоянная.
Утверждение этой теоремы, не касающееся вопроса о знаке равенства 

в (9), верно II при замене в нем области |z| >1 и крута |z| <1 соответст­
венно на любую область В и ее внешность.

Теорема 6. При условиях теоремы 5 имеет точную оценку

А(1)>(\—кг)л У, mIam12
m=i

co знаком равенства только для функции (10).
Теорема 7. При условиях теоремы 5 для коэффициентов av разло­

жения
р оо

/(z) = У, amzm + У, , lz|>l,
771=1 V=0

имеем точную оценку
00 р
Уу|яу12</с2 У, m\ат12

№1 т=1

со знаком равенства только для функции (10).
Эта теорема дает для функций, р-листных в области | z | > 1 с р-листным 

квазиконформным продолжением в круг | z | <1 усиление неравенства тео­
ремы площадей Г. М. Голузина для функций, р-листных в |z[>1. Для 
Р (z) =z вновь получаем упомянутый выше результат Кюнау (8) и Лехто 
(6) для однолистных в |z | >1 функций с квазиконформным продолжени­
ем в круг | z | <1.
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