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Пусть п>2 — заданное натуральное число, а А и В — заданные ком­
плексные числа. Через &п(А, В) обозначим множество алгебраических 
полиномов

п

Pn(2)=J^ PkZk,
UO

два старших коэффициента которых фиксированы: рп—A, p„-t=B. Введем 
также следующие обозначения:

р,„(А, В) = inf Sup|P„(z)|,В) |<|^1
лп(4, В, z) — полином из ^п(А, В) такой, что

(А, В) = Sup | л„ (А, В, z) |.
lzl=Sl

Полином л„(А, В, z) существует и единствен для любых А и В ((*), 
стр. 389, 406); л„(А, 0, z)=Azn, л„(0, В, z)—Bzn~l ((‘), стр. 326); отметим 
еще, что в ('), стр. 338, указаны л2(А, В, z) и ц2(А, В) для любых А и В.

Здесь мы рассмотрим задачу отыскания л„(А, В, z) и р,п(А, В) для 
любых п>2 и любых А и В, В=/=0. Эту задачу ниже будем называть зада­
чей (А, В). Так как при В^=0 л„(4, В, z) =2?е‘<"_1'фл„(Х, 1, ze^), где
keilf=A/B, то достаточно решить задачу (А, 1), 0^А,<+°°.

Теорема. Пусть заданы натуральное число п>2 и число А^О. Тогда

, ч sin t sin 2t sin (n— 1) td= —
cos

n„(A, l,z)=p,„(A, 1) [ £/t(t)z4«(l) JJ (z-z*(i)) ],
ft—0 ft—1

где zk(t) k=l, 2,... ,n,

, . . TT cos (n/2—m— l)iU*) = ----~Ti---- гЛ
11 sm(k—m)t m*=0 m=^k

(2)

a(*)- (-l)n+1
cos (n/2—2) t cos (n/2—1) th> (i)

sin2isin(n—l)i
a t есть тот (единственный) корень уравнения

sin t cos (n/2—2) t cos (n/2—1) tlt (t) 
cos(n/2+l)i[sintcos(n/2)t+sin(n—l)f cos(n/2—2)t]ln-i(t) 

который лежит на промежутке [л/(п+2), л/п].
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(3)

(4)



Доказательство опирается на следующую лемму.
Лемма. Для каждого Ze[n/(n+2), л/п] множество Zt={zk(t)} x=i 

является характеристическим множеством (см. (*), стр. 396) задачи (А, В) 
при некоторых А= A (t) uB=B(t).

Доказательство леммы. Обозначим

п п
Rn (z, t) = JJ (z-zk (t)) = У, rk (t) z\

h=l fc=0

Rn.k(z, Z)
_ Дп(г, t) 

z-zk(t) ■

Вектор Л={7?„, h(zh(t), Z)}”=i ортогонален каждой строке матрицы

( 1 1 .,.. 1 \
га . . .zn

, Zfe — Zj. (Z).

\ Z"'1 zn_1 ,
2 . . . zn_1 /П /

Поэтому (см. (2)), если при некотором t существует полином
п

P„(z, t) =S pft(Z)zft такой, что
Л=0

Pn(Zk
RnMt),t)
\Rn.k(zh(t),t) I ’

*=1,2,..., n, (5)

Sup |P„(z, t) |=1,
izica

(6)

то множество Zt является характеристическим множеством задачи (А, В), 
А =Рп(Z), S=Pn-i(Z), а л„(рп(t), р„_,(t), z) =Pn(z, t).

Всякий полином степени п, удовлетворяющий условию (5), можно за­
писать в виде L„_i(z, t)+aRn(z, t), где Ln-i(z, t) — интерполяционный по­
лином Лагранжа,

п

Ln-^z, Z) =
Ы1

Rn,k(z, t)
\Rn.k(zk(t'),t>) I

n-1 

^lh(t)zh,
k=0

(7)

а а —параметр. Покажем, что параметр a—a(t) можно подобрать так, что 
полином

Pn(z, t)=Ln-t(z, t)+a(t)Rn(z, t) (8)

будет удовлетворять при Ze[n/(n+2), л/п] и условию (6).
Введем в рассмотрение тригонометрический полином Тп (<р),

п
Тп(<р) = |Рп(е*,012=^|^(«)ей’.

k=—n
Из (8) найдем (lk=lh(t), rh=rk(t))

c„(Z)=a(Z) (Z0+a(Z)r0),

cn-i(t) = (ln-i+<x,(t)rn-l) (Zo+a(Z)ro)+a(Z) (ZI+a(Z)r1).

С другой стороны, так как ТЛф) =1+^(Z) |Дп(г, Z)|2 (J3(Z) — некоторая 
вещественная функция), то

cn(t) =rop(Z), с„_, (Z) =2г0г„_ф (Z). (Ю)
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Из (9) и (10) следует
a(£) lQln_ 1/ (Zo^n—i Zi Zn—i7*o) ,

(11) 
£ (Z) = ( —1) ” (krn-i— h) la4n-l/ (1оГп-1—11—1п-1Го) 2.

Полином P„(z, Z) удовлетворяет условию (6) тогда и только тогда, когда 
P(i)<0. Так как

п

z„_1(z)=£
Л«=1

1 
l/?n,k(z*(i),i) I

>0,

то из (11) видно, что условие fJ(Z)«CO эквивалентно условию (—1)п(10гп-1— 
—Zi)s?O. Из (7) имеем

п—1

Л=0

Дп,т (ZCT (Z),Z) _ /_ j(n_2)M 2m_n_, 

l«n,m(zm(Z),Z) I
771=1,2,..., П.

sinnt
Отсюда легко получим формулы (2). Так как Гп_| W= j f » то

теперь получим

(-l)"0.r„-i-W

п / п \ 
cos — tcos I —+1 it

cos (n/2—2) t cos (n/2—1) t

откуда следует, что (—l)n(lorn_i—Z,)<0 при Ze[n/(n+2), л/п]. Значит, 
при этих tP n(z, Z)=nn(p„(Z), pn_,(Z), z), a Zi есть характеристическое 
множество задачи (А, В), A=pn(t), B=pn_1(t). Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Используя (2), (8) и (11), найдем 
выражение (3) для a(Z), а также получим следующие равенства:

Из (3) и (12) вытекает: pn(Z)>0 в [л/(п+2), л/п] и рп(л/п)=0, 
a pn_,(Z)>0 в (л/(п+2), л/п] и р„_1(л/(п+2)) =0. Так как pn-i(Z)>0 при 
Ze (л/(п+2), л/п], то при этих t в силу леммы

лп(X(Z), 1, z) = —1- Рп(z, t), pn(X(Z),l) =—Ц—-,
Pn-i(t) Pn-j(i)

где X(Z) =pn(t)/pn-t(t). Очевидно, X(Z)>0 в (л/(п+2), л/п), Х(л/п)=0 и 
А(£)-»-+оо при Z-*n/(n+2). K(t) строго убывает в (л/(п+2), л/п]. Дейст­
вительно, характеристическое множество задачи (X, 1) содержит ровно п 
точек (О, стр. 406), а полином л„(Х, 1, z) единствен и при Х>0 имеет на 
|z| =1 не более п точек отклонения; значит, характеристическое множество 
задачи (X, 1) единственно при каждом Х>0, отсюда и вытекает строгая мо­
нотонность X (t).

Таким образом, если задано Х>0, a t есть лежащий на [л/(п+2), л/п] 
корень уравнения X=X(Z), т. е. уравнения (4), то формулы (1) дают реше­
ние задачи (X, 1). Теорема доказана.

Замечание 1. Рассуждая от противного, нетрудно показать, что 
цп(Х, 1) строго возрастает в [0, +«>).
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Замечание 2. К рассмотренной выше задаче (А, В) сводится более 
-общая задача: пусть п, п^2, и р, 0^р<п,— заданные натуральные числа, 
а А и В — заданные комплексные числа; среди алгебраических полиномов

У, CkZk с фиксированными коэффициентами сп=А и сР=В найти наименее 
»»о
отклоняющийся от нуля на | z | <1 (см. (*), стр. 337).

В заключение приношу глубокую благодарность проф. Н. А. Лебедеву, 
оказавшему мне существенную помощь в работе над этой статьей.

Ленинградский политехнический институт Поступило
им. М. И. Калинина 5 XII 1973
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