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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОТОБРАЖЕНИЙ БИПОВЕРХНОСТЕЙ 
ТРЕХМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА

Всюду в статье символом R3 обозначается вещественное арифметическое 
трехмерное пространство переменных х, у, z; точки пространства R3 обо­
значаются буквами р, q, г,..., при этом p=(pi, р2, ?з), ?2, ?з),...

Пусть £2 — замкнутая область в плоскости хОу пространства R3, 6Q — ее 
граница и и — заданная на й вещественная непрерывная функция. Выбе­
рем число £<min н(р).

рей

^-Цилиндром функции и называется множество CJ, задаваемое усло­
виями

с?=х1их2иг(н),
Xl={p^R3 (р„р2, 0)eQ,p3=g},
Х2={ре/?3 (ръ р2, 0)е<ЭЙ, ^р3^и(Р1, р2)},
Г(п) = {p^R31 (pi, р2,0) ей, p3=u(pJ, р2)}.

Ясно, что Г (и) — график функции и на области й. CV является замкну­
той поверхностью в пространстве R3 и множество R3\Cul состоит из двух 
компонент связности. Ограниченную и неограниченную компоненты связ­
ности обозначим символами (С„Е)_ и (СиЕ) + соответственно.

Множество <в(р) для ре Г (и) определим формулой

ы (р) = {?е (С„Е) +11Г(и) | [р, q] П (С?)_=Й;

здесь [р, ?] — отрезок, соединяющий точки р тл. q.
Положим <й (и) — П <в (р). Можно показать, что определение множеств 

реГ(и)

® (р) и (о (п) не зависит от выбора числа £<min и (р).
рей

Теорема 1. Если й выпукла и если функция и непрерывно дифферен­
цируема, то внутренность множества а>(и) непуста и выпукла в R3.

Пусть: a) D (р, q, w) — вещественная функция, определенная для лю­
бого (здесь Р — плоскость переменных (гщ, u>2)) w&P и любых р, q—R', 
связанных отношениемpeT’(g'), Т {q) = {r(=R'‘\r^q.}\

b) а(р, q) - вектор-функция переменных р, q^R3 со значениями в про­
странстве R3; р, q — произвольные точки пространства R3', a(p, q) предпо­
лагается непрерывной и непрерывно дифференцируемой функцией по пер­
вому аргументу;

c) {77(?)}дев3 — семейство проектирующих отображений, где F(q~) при
любом q^R3 является непрерывным и дифференцируемым отображением 
области T(q) в плоскость Р переменных (u>i, w2). Кроме того требуется, 
чтобы семейство проектирующих отображений обладало сле­
дующим свойством: для любой дифференцируемой функции и, определен­
ной на замкнутой области й, и любой точки <?е<о(и) отображение <р обла­
сти й в плоскость Р, задаваемое формулой

<p(p) = [F(g)] (р, »(р)), 
рей

было дифференцируемым гомеоморфизмом с невырожденным якобианом 
внутри области Й.
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d) (и, A) — упорядоченная пара вещественных функций, определенных, 
непрерывных и непрерывно дифференцируемых на замкнутой области й 
плоскости хОу пространства /Р; назовем (и, А) биповерхностью; вторая 
функция биповерхности предполагается строго положительной на всей об­
ласти Й.

Рассмотрим поверхностный интеграл

cos (а (р, q'),n(p'))D (р, q, w)dS, (*)

где реГ(и), п(р) — нормаль к верхней стороне графика Г (и) функции и, 
dS — элемент площади поверхности Г (u), А(р) ==А (pi, р2).

Функцию J(q, w) от аргумента w при фиксированном q назовем О-об- 
разом биповерхности (и, Л) в точке q.

Функцию D (р, q, w) назовем б-образной относительно семейства проек­
тирующих отображений {F(q)}qsR>, если она имеет вид

^)=с(р, q)6(w-F(p, q)),

где б (■) —б-функция Дирака, а с (р, q) — вещественная строго положитель­
ная функция, определенная, непрерывная и непрерывно дифференцируе­
мая по первому аргументу для любых р, q^R3, связанных отношением
P^F(q).

Тройку точек qh q2, q3^R3 назовем допустимой, если q,, q2, q3^a(u) 
и векторные поля а(р, qt), а(р, q2), а(р, q3) линейно независимы в каждой 
точке /?еГ(м).

Теорема 2. Если D—б-образная функция и тройка точек q,, q2, q, 
допустима, то биповерхностъ (и, Л) однозначно восстанавливается по трем 
своим D-образам J(qt, w), J (q2, w), J(q3, w) и значению функции и в про­
извольной точке области Й.

Рассмотрим один частный случай. Вектор-функцию а(р, д) определим 
формулой а(р, q)=q—p, проектирующее отображение F(q) — формулой

F =(Pi,P2,p3'), q=(qi,q2,q3),

Интеграл (*) принимает в этом случае вид

здесь |[<?—р|| — норма вектора q—p.
Переходя к двойному интегралу по области й, получаем

/(?, ») =
А (р) [ ди/дх+ (qz-y) ди/ду+ (q3-u) ]

= --------------------------------------------------------- ——-1) (х. и. и I
V fa-x) 2+ (g2-p) 2+ (q3—u)2

D (х, у, и (х, у), q, w) dx dy.

В указанном частном случае тройка точек gi, q2, q3 будет допустимой, 
если эти точки не лежат на одной прямой, если qh q2, <?3есо(и) и график 
Г (и) функции и не пересекает плоскости, проходящей через эти точки.
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