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1. Рассматриваемое нами банахово пространство получается замыкани­
ем конечных рядов Фурье

/U) = x=(xit... хп)^Ип, k=(kl,...,kn) Л3=0,±1,±2,
k

в норме
11/(^)115т=11(1-Д)т/2/(^)1150, (1)

где по определению
(1-А)т/2 /(z) = У, (1+12лk12)т/2 Де2”***,

И/(я) IL0=max(max |г/|“т I (l-A)“T/2[/(z+y)-/(z) ] I, |/01),
Х,У

у — некоторое число, 0<у<1.
Область Й должна обладать кусочно-непрерывно дифференцируемой 

границей и помещаться целиком внутри куба Q={x|0^z3<l, 7=1,..., п}, 
p(Q, Я"\(?)>0.

Определим пространство 5т(й) как множество функций /(z), задан­
ных на й, являющихся ограничениями на й некоторых функций из Вт и 
обладающих конечной нормой

g(x)<=Bm, g(x)\a=f(x). (2)

Сопряженное к 7?те(Й) пространство обозначим [_Зт(й) ]*.
При любом выборе 7е (О, 1) пространство Вт(й), с точностью до эк­

вивалентной нормировки, совпадает с обычными гёльдеровыми классами 
определенных на Й функций, заданными, например, как множество функ­
ций с конечной нормой (‘) 
||/(а:)11сщв) = max l/(z) 1+ У max I Гт-[т]+1 —------—— f(.x) |,

xeQ хей ' дХ± 1 . . . ОХп п
«1+ ... +ап=[т]-1

где 
r6g(z)= max | ?/1_s | е’(ж) — 2g(z-|-i/)+g(z-}-2j/) |, lsg6<2.

x+y, x-f-2yeQ

На функциях из пространства Йт(й) мы рассматриваем задачу наи­
лучшего приближения интеграла $ /(z)dz решетчатой кубатурной форму- Я
лой вида

hn £ сл(к)/(кк),
ft; ккеЯ
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Ck(h) —некоторые числа, которые называются весами, h — малый пара­
метр, = {h | й,-*-+0,  i/h^~ целые числа}.

Точнее задача ставится так. Разность интеграла и кубатурной форму­
лы рассматривается как значение на /(х) обобщенной функции

Zh°(a:)=XaGr)-fen у1, ck(h)6(x—kh),
k- WieQ

где Хо(а:)=1 на Q и Хо(а:)==0 вне б— обобщенная 6-функция. Последо­
вательность {lh.a (х) }Лея называется функционалом погрешности.

Если в формуле для Z№(z) суммирование производится по множеству 
{*|  p(A/z, -2} *--T/z}  с постоянной Т, не зависягцей от то {//, (л-)}ле^
называется функционалом типа функционала погрешно­
сти (т.ф.п.)

Наилучшими мы называем приближения, которые при каждом h 
дают минимальную норму 1°(х) в пространстве [5m(Q)]*.  В работе по­
лучены достаточные условия того, что рассматриваемые приближения бу­
дут асимптотически наилучшими, т. е. построенная по этим приближени­
ям последовательность норм {||/л° (а?) IIf}he# имеет первый член асимп­
тотики по /г-—»-0, совпадающий с соответствующим членом для наилучших 
приближений.

2. Далее мы используем определения работы (2), добавив к ним два 
новых.

Пусть Ж7 обозначает какое-нибудь множество областей со, лежащих в 
Q и обладающих кусочно-гладкими границами. Рассмотрим множество 
функционалов т.ф.п.

{/'. (*Г)  }аеХ*  (3)

Множество (3) назовем множеством равномерно оптималь­
ных по порядку над Wpm функционалов т.ф.п., если оценка опти­
мальности по порядку (см. (1), (2)) выполняется для всех h—Jf и 
с постоянной С, не зависящей от и ое7/’. Такое множество функ­
ционалов обозначим RO(m, р~).

Множество (3) назовем множеством квалифицированно 
оптимальных по порядку над Wpm функционалов т.ф.п., если 
существуют такие не зависящие от и oeF постоянная С и функция
<р (т) (те/?1, <р (т) ->0 при т->-0), что выполняется

II№)Н [Wm] < сер(la\)hm+o(hm)

для всех ae/f. Слагаемое может зависеть от а. Такое мно­
жество функционалов обозначим KO(jn, р).

Лемма 1. Если
{Z?i CZ П 7?// (т, р),

те[Л!1, МУ
то для любого q>p

{lh (x)}h<zx, a&r CZ П KO (m, q).
tne[M,, M2]

Рассмотрим обобщенную функцию
к U) =Xe (^) - J1, щб (х—к),

удовлетворяющую условиям
<Х(л:), #“>=0 для |а|<М. (4)

Она называется «элементарным функционалом» (3). Для любого М можно 
указать такое С, чтобы система (4) относительно коэффициентов ак была 
разрешима и, следовательно, элементарный функционал существовал.
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Будем считать числа h и ha такими, что 1/Л, i/h0, h0/h — целые числа. 
Пусть Qho(s) = {x\s3h0^x]<(sj+i')hl>, j=l,...,n} и

WieQ/io(0)

Заметим, что {/?’(£) }Ле.ж есть функционал т.ф.п.
Кроме того, над любым пространством функций /(ж), периодических 

с основным периодом Q,

lh (^) = Л (~~/^) = х<г ~hU У,6 •
kheQ khesQ

Лемма 2. Для (?г/2, М)

11^Л“(ж)|| [5m]< = feonIIV(a:)ll[5?np (,1+о(1)) при h-^Q. (5)

Теорема. Если

П 6»(7П,р)]ПД(Л1,£2), (61
?<2 tne[Afi,Mj]

го {Z/,u (z) — асимптотически оптимальный функционал погрешности
над пространством Bm (О) для [Ми М2~).

3. Доказательство теоремы. Над пространством Б™ (Q) лю­
бой функционал {lha (х) }hsx оценивается снизу так (4):

11 lh°(Ж) 11 (О) ] • * 1 й 1'11V (ж) 11 [Бт] • <1+о (D) - А^°- <7>

* Мы взяли ее из работ С. Л. Соболева, где она применяется в гильбертовых 
^’“-пространствах.

Идея доказательства * теоремы состоит в том, что для функционалов 
(7) мы можем получить такую же оценку сверху:

И^(*)Н  [^(fi)]^lQ,1|Z'‘1(a:)|l[^]-(1+0(1))’ h^°- (8)

Ясно, что из (7), (8) и следует асимптотическая оптимальность.
Рассмотрим Йл„= (J Qh0(s'). Отметим, что |Q\Qfto| ->0 при 

p(Qh„(s), ВП\О)>Л0

Ло-’-О. Положим
= У, lhh°(x — А>)» 1^(х} = /пл(ж) — Zhft“(a:),

11^)11 [^(0)]= [5т]^||^^||[^Г+|1е%(;с)||[^]-- (9)

Имеем
II °(Ж) ll[Bm]* У) II S^o) ||[дт]*  = 

Qho(s)COft„

= |0/1о|||/Л1(х)||[5т?.(1 + 0(1)), (10)

член о(1) при 7г.—»-0 может зависеть от h0.
Ниже мы установим такую оценку с некоторой функцией ср(т), те/?1, 

<р(т) ->0 при т->0,

11/“Ч%(^) II [5т]. СФ (IQ\Qn01) hm+o (ft™), (И),

причем С не зависит от /г, h0, а о(Лт) может зависеть от 7г0.
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Покажем сначала, как с помощью (11) завершить доказательство 
теоремы. Подставим (10), (11) в (9) и разделим обе части на
IIZ»1 (or) ||[B"*f=i|3(fe):

UQU)II /'ф(/г)^1й| (1+о(1)) + (|й| —|Йл„|) • (1+о(1)) + [и ij
+C"<p(|Q\Qj) + o(l).

Устремив h к нулю, получаем

ibTlI^OO L_1./ip(/i)^lQl + [lQWI+C,<p(|Q\Qfc0|)].
Л->0 Ln? J

Левая часть неравенства не зависит от h0, а в правой части квадратная 
скобка становится сколь угодно малой при малых h0. Значит, оценка вы­
полняется и без этой скобки:

lim ||Z,a(х) || /ф(7г)<|й|.
h->0 I" -I

Отсюда и следует (8).
Займемся свойством (11). Известно (4), что если при построении к(х) 

взять М^М2, то

{/“',«(х)}Лех.л(,-о<= fl RO (т, р)П R(Lh L2).
me (п/р,Мг].

Р<ОО

Поэтому
а.ач°л»(^)Ке<^оС=[ и Л ЯО(тп,р)]ЛЯ(^,А).

р<2 me[Mi, Мг]

Тогда из леммы 1 следует, что
{?“Ч%(ж)}ЛеХ^оЯ Л KO(,m,2)OR(Ll,Lz'), 

те[ЛГ1,ЛГг)

т. е. с некоторой функцией ф(т), ф(т) ->0 при т->0,

IIZ“4a (.г) II rt_ ’ССф(1й\йл,|)Лт+о(Ат) для те[М„Мг).
L "j J

Но W2m^S2,n=>Bm (*).  Поэтому

liz“4a и)||[5т].^смоча (х)|| <с2ф(|й\йп0|)^+от,

что и требовалось показать.
Башкирский государственный университет Поступило
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