
Проблемы физики, математики и техники, № 1 (66), 2026 ISSN 2077-8708 
 

© Копать Д.Я., 2026                    71 

 
УДК 519.872                                                                    DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2026_1_66_71 

EDN: MVEWXM 
 

ПРИМЕНЕНИЕ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ 
ОЖИДАЕМЫХ ДОХОДОВ G-СЕТИ С НЕНАДЁЖНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ 

И НЕТЕРПЕЛИВЫМИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ 
И ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ 

Д.Я. Копать 

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы 
 

APPLICATION OF BESSEL FUNCTION FOR FINDING EXPEXTED REVENUES 
OF G-NETWORK WITH UNRELIABLE SYSTEMS AND IMPATIENT POSITIVE 

AND NEGATIVE CUSTOMERS 

D.Y. Kopats 

Yanka Kupala State University of Grodno 
 

Аннотация. Объектом исследования в статье является G-сеть, состоящая из ненадёжных систем массового 
обслуживания (СМО), в которую поступают нетерпеливые положительные и отрицательные заявки. Нетерпеливость 
отрицательных заявок проявляется в уничтожении ими положительных заявок не сразу, а по истечении случайного 
времени, а нетерпеливость положительных – в ограничении времени ожидания начала обслуживания положительных 
заявок, по истечении которого она может перемещаться по системам сети или покидать сеть. С использованием 
модифицированных функций Бесселя первого рода удалось избавиться от ограничения на функционирование систем 
сети в режиме насыщения при нахождении ожидаемых доходов систем сети в случае, когда доходы от переходов 
между системами сети являются случайными величинами с известными средними значениями. 
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Введение  
G-сети как разновидность сетей массового 

обслуживания (СеМО), в которых помимо зая-
вок, требующих обслуживания, функционируют 
объекты, которые не требуют обслуживания, но 
приносят вред СеМО, в стационарном режиме 
были введены в рассмотрение в статье [1], а в 
переходном режиме впервые исследовались в 
статье [2]. В статье [3] была исследована G-сеть с 
ненадёжными линиями обслуживания в пере-
ходном режиме в случае, когда линия обслужи-
вания (ЛО) приходила в неисправность из-за 
причин, не связанных с компьютерными вирусами. 

В статье [4] данная сеть исследовалась в стацио-
нарном режиме, но предполагалось, что только 
вирусы способны приводить ЛО в неисправ-
ность. В статье [5] исследуется G-сеть с нетерпе-
ливыми положительными и отрицательными 
заявками, а статья [6] исследует данную сеть в 
переходном режиме. Данная модель объединяет 
модели статей [3], [6], но для количества исправ-
ных ЛО условие смягчено: здесь функция Хеви-
сайда для исправных ЛО аппроксимируется не 
единицей, а своим средним значением. Для ко-
личества положительных и отрицательных зая-
вок в системах сети снимается условие на 
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функционирование систем сети в режиме насы-
щения, при этом, в отличие от существующих 
методов, например, последовательных прибли-
жений, совмещённого с методом рядов, выраже-
ния являются аналитическими, а доходы от пе-
реходов между состояниями сети случайными 
величинами (СВ) с известными средними значе-
ниями. 
 

1 Описание сети 
Рассмотрим открытую G-сеть массового 

обслуживания [1] с n однолинейными системами 
массового обслуживания (СМО). В i-ю СМО из 
внешней среды поступают простейшие потоки 
положительных и отрицательных заявок с ин-

тенсивностями соответственно 0 ,i
  0 ,i

  1,  .i n  

Все поступающие потоки независимы. Времена 
обслуживания заявок в i-й СМО независимы, не 
зависят от процессов поступления и для 
положительных заявок являются показательной 
случайной величиной (ПСВ) с параметром .i  

Каждая положительная заявка в i-й СМО имеет 
ограниченное ПСВ с параметром i  время пре-

бывания, по истечении которого переходит в j-ю 
систему с вероятностью ijq  как положительная 

заявка, а с вероятностью ijq  как отрицательная 

заявка, и с вероятностью  

 0
1

1
n

i ij ij
j

q q q 



    

уходит из сети, , 1,  .i j n  Линии обслуживания 

(ЛО) подвергаются случайным поломкам, при-
чем время исправной работы ЛО системы Si  яв-

ляется ПСВ с параметром , 1, .i i n   После по-

ломки ЛО немедленно начинает восстанавли-
ваться и время восстановления также является 

ПСВ с параметром , 1, .i i n   

Каждая отрицательная заявка находится в 
системе случайное время, имеющее распределе-
ние ПСВ с параметром ,i

  по истечении кото-

рого уменьшает число положительных заявок на 
единицу при их наличии, и не производит 
никаких воздействий на систему в противном 
случае.  

После окончания обслуживания заявки в i-й 
СМО, она направляется в j-ю СМО с 
вероятностью ijp  как положительная заявка, с 

вероятностью ijp  как отрицательная заявка, и с 

вероятностью  

 0
1

1
n

i ij ij
j

p p p 



    

уходит из сети, 1,  .i n  
 
 

2 Система ДУ для ожидаемых доходов 
систем сети  

Рассмотрим динамику изменения доходов  

i-й СМО сети, 1, .i n  Пусть доход этой СМО в 

начальный момент времени был равен 0 ,iv  

1, .i n  Нам нужно найти доход системы ( )iV t  в 

момент времени t, 1, .i n  Доход i-й СМО в мо-

мент времени t t   можно записать в виде  

      , ,i i iV t t V t V t t       (2.1) 

где  ,iV t t   − изменение дохода системы iS  

на интервале  , .t t t   Равенство (2.1) можно 

переписать в виде: 

      1

0
lim , .i it

V t V t t t


 
       

Чтобы найти доход, выпишем условные вероят-
ности событий, которые могут произойти за вре-
мя ,t  а также изменения доходов i-й СМО, ко-

торые связаны с этими событиями, 1, .i n  Воз-

можны следующие ситуации: 
1) в i-ю СМО из внешней среды за время t  

поступит положительная заявка с вероятностью 

 0 ,iλ t o t     1,i n ; доход i-й СМО увеличится 

на 0 ,ir  где 0ir  – СВ с математическим ожижани-

ем  0 0 ,i iM r a  1, ;i n  

2) в i-ю СМО за время t  из внешней среды 
поступит отрицательная заявка с вероятностью 

 0 ,iλ t o t     1, ;i n  изменение дохода сети в 

данном случае не произойдет; 
3) положительная заявка после обслужива-

ния или по истечении времени ожидания в i-ой 
СМО покинет сеть с вероятностью  

    0 0  ( ),i i i i i iu d p q u k t o t       1, ;i n  

убыток i-ой СМО составит 0 ,iR  где 0iR  – СВ  

с математическим ожиданием  0 0 ,i iM R b   

1, ,i n  где ik  – количество положительных зая-

вок в i-ой СМО, id  – число исправных ЛО в i-ой 

СМО,  u x  – функция Хевисайда; 

4) в i-й СМО по окончании времени ожида-
ния в ней отрицательной заявки она уничтожает 
в этой СМО положительную заявку с вероятно-
стью  

      ,i i iu l u k t o t     1, ;i n  

доход для i-ой системы уменьшится на 0 ,iR  где 

 0 0 ,i iM R b   1, ;i n  

5) в i-й СМО время ожидания отрицатель-
ной заявки закончилось, если в момент времени t 
в ней отсутствовали положительные заявки; ве-
роятность этого события равна  
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      1   ,i i iu l u k t o t      1, ;i n  

изменение дохода сети в данном случае не про-
изойдет;  

6) время обслуживания или ожидания по-
ложительной заявки в i-ой СМО закончилось и 
она переходит в j-ую СМО опять как положи-
тельная заявка с вероятностью  

       ,i i ij i ij iu d p q u k t o t        , 1, ;i j n  

доход i-ой СМО уменьшится на величину ijR ,  

а доход j-ой СМО увеличится на эту величину, 

где   ,ij ijM R a  , 1, , .i j n i j   Аналогично, 

когда время обслуживания или ожидания поло-
жительной заявки в j-ой СМО закончилось и она 
переходит в i-ую СМО опять как положительная 
заявка, доход i-ой СМО увеличится на вели- 
чину ;jiR  

7) время обслуживания или ожидания по-
ложительной заявки в i-ой СМО закончилось и 
она переходит в j-ую СМО как отрицательная 
заявка; вероятность такого события будет равна 

        1  ,i i ij i i ij iu d p k q u k t o t         

, 1, ;i j n  

доход i-ой СМО уменьшится на величину ,ijR   

а доход j-ой СМО не изменится, где 

  ,ij ijM R a   , 1, , .i j n i j   

8) c вероятностью  

 1 ( ) ( ),i iu d t t o t      1, ,i n  

при этом за время t  восстановится одна линия 
обслуживания; доход СМО iS  умень-шится на 

СВ ,ig  где   ,i iM g h  1, .j n  

9) c вероятностью  

 ( ) ( ) , 1, ,i iu d t t o t i n      

при этом за время t  одна линия обслуживания 
выйдет из строя; доход сети не изменится; 

10) при этом в каждую i-ую СМО, 1, ,i n  

не поступают ни положительные, ни отрица-
тельные заявки, и в них за время t  не обслужи-
лось ни одной заявки, не уйдет из очереди ни 
одной отрицательной заявки; вероятность такого 
события равна  

    
         

0 0
1

1  

1 ,

1, ;

n

i i i i i i
i

i i i i i i i

u k u k

l u l u d u d t o t

i n

 





        

        




 

суммарный доход системы iS  может увеличиться 

(уменьшиться) на величину ,ir t  где   ,i iM r c  

, 1, .i j n  

Пусть t  СВ 0 ,ir  0 , ,i iR g ,ijr ,ijr  не зависят 

от СВ .ir  Тогда получаем, что: 

 

 

     

    

      

0

0

0

0

0 0

, с вероятностью

,

, с вероятностью

,

, с вероятностью

( ),

, с вероятностью

,

, с вероятн

,

i i

i

i i

i i i

i i

i i i i i i

ij  i

i i ij i ij i

ji  i

i

r r t

t o t

R r t

u l u k t o t

R r t

u d p q u k t o t

R r t

u d p q u k t o t

R r t

V t t









 

 

   

  

   

  

    

  

    

 

         

      

    

 

 

0 0
1

остью

,

, с вероятностью

,

, 1, , ,

, с вероятностью

1 ( ) ,

, с вероятностью

1 ( ) ( )

( ) 1

j j ji j ji j

ij  i

i i ij i ij i

i  i

i i

i

n

i i i i
i

i i i

u d p q u k t o t

a r t

u d p q u k t o t

i j n  i j

g r t

u d t t o t

r t  

u k t

u d t u d

 



 

 



     

  

    

 
  

    



    

  


   ( ) .i t t o t











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



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
















   

 

Тогда математическое ожидание изменения до-
хода равно: 

       0 0,i i i iM V t t a c t t o t           

        0i i i i ib c t Mu l Mu k t o t           

 
     

0

0 0  ( )

i i

i i i i i i

b c t

Mu d p q Mu k t o t

    

       
 

 

       
1

n

ij  i
j

i i ij i ij i

a c t 

Mu d p q Mu k t o t





 

    
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
 

 

       
1

n

ji  i
j

j j ji j ji j

a c t 

Mu d p q Mu k t o t





 

   

       


 

 

       
1

n

ij  i
j

i i ij i ij i

a c t

Mu d p q Mu k t o t





 

    

       


 

       1 ( )i  i i ih c t Mu d t t o t           
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     ( ) 1 ( ) .i i i iMu d t u d t t o t
       

 

Рассмотрим математическое ожидание от 
функций Хевисайда. По определению математи-
ческого ожидания и с учётом состояний в одно-
линейной СМО  

 ( ) 0;1id t      ( ) ( ) 1 .i iMu d t P d t   

Используя результаты работы [7] получим 
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Количество заявок простейшего потока с интен-
сивностью λ за время t, как известно например в 
[8], [9], подчиняется распределению Пуассона  

   
.

!

k

t
k

t
P t e

k


  

Отсюда следует, что при k = 0 получаем 

 0 ,tP t e  при k = 1  1 .tP t te   При малом 

значении t обозначим это значение как Δt в силу 
ординарности простейшего потока 

   1 .totP    Отсюда из условия нормировки 

получаем,    1 1 .tt tP e o     Как извест-

но, в марковских СеМО длительности времен 
обслуживания заявок имеют показательное рас-
пределение, то есть вероятность обслуживания 1 
заявки за время t имеет вид: 1 ,te  а вероят-
ность того, что это время будет больше, то есть 
за время t не обслужиться ни одной заявки, равно 

.te  Последняя вероятность совпадает с вероят-
ностью поступления нуля заявок при простей-
шем потоке. Таким образом приходим к выводу, 
что при малом значении времени данные распре-
деления близки друг к другу, а именно разность 
вероятностей при замене показательного распре-
деления простейшим потоком равна  .o t  
С учётом того, что суперпозиция простейших 
потоков является простейшим потоком [8], [9], 
то при малых значениях времени каждую оче-
редь в описываемой СМО можно считать СМО 
М / М / 1. То есть такая замена будет иметь по-
грешность суммы конечного количества   ,o t  

то есть будет равна  .o t  Отсюда следует, что 

для каждой СМО сети можно применить резуль-
таты работы [10], согласно которым получим 
следующие результаты: 
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i  – интенсивность входящего в i-ую СМО по-

тока, *
i  – интенсивность выходящего из i-ой 

СМО потока, ia  – начальное состояние i-ой 

СМО,  nI x  – модифицированная функция Бес-

селя первого рода (МФБ1) n-го порядка (для 
СеМО нас будет интересовать случай целого 
неотрицательного порядка), 0 ia  – символ Кро-

некера. Входящий поток в нашей сети разделим 
на 2 части: входящий поток положительных зая-

вок с интенсивностью  p
i  и входящий поток 

отрицательных заявок с интенсивностью   .n
i  

Аналогично для выходящего потока    , .p n
i i   

Для нашей сети данные параметры равны: 
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Отсюда введём обозначения:  
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И наконец рассмотрим     0 .i iMu l P l t   

Аналогично прошлому случаю получим 
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Введем обозначение     .i iv t M V t  Из 

(2.1) имеем 

  ( )i iv t t v t     ,iM V t t   , 

откуда, перейдя к пределу при 0t   и задавая 
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начальные условия 0(0) ,i iv v  1, ,i n  получим 

выражения для ожидаемых доходов систем сети 
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Рассмотрим интегралы от функций Хевисайда. 
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Перейдём к интегралам от произведения функ-
ций Хевисайда в предложении, что потоки при-
ходящих в каждую СМО положительных и отри-
цательных заявок, а также положительных зая-
вок и интенсивности выхода из строя и восста-
новления ЛО независимы. Тогда получим: 
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Пример. Рассмотрим СеМО, состоящую из 
5n   СМО с интенсивностями входного потока 

положительных и отрицательных заявок 0i
  и 

0i
  равными соответственно 01 30,   02 10,   

03 20,   04 20,   05 20,   01 02 03 15,         

04 0515, 15.      Ожидаемые доходы от поступ-

ления положительных заявок в системы сети 

извне 0ia  равны соответственно 0 10, 1, 5.ia i   

Пусть интенсивности обслуживания заявок и 
активации отрицательных заявок в СМО сети 

равны: 50, 1, 5.i i i      Убытки сети от ак-

тивации отрицательных заявок 0ib  и себестои-

мость обслуживания заявки 0ib  равны соответст-

венно 0 0 , 1,5 .i ib b i i     Параметры времени 

работы неисправной и времени восстановления 

равны соответственно 4,i   5,i   1, 5 .i   

Средняя величина убытка за восстановление ЛО 

равна 2, 1,5 .ih i   Положим, что вероятности 

перехода положительных и отрицательных зая-
вок между СМО сети равны:  

ji iip q   0,1; ;ij ijq q i j     , 1, 5 .i j   
 

 
 

Рисунок 2.1 – График ожидаемого дохода систем 
сети на отрезке времени [0; 4] 

 
Интенсивности досрочного перехода заявок ме-
жду системами сети равны соответственно 

2; 1, 5 .j j    Выражения для ожидаемых до-

ходов от перехода положительных заявок между 
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системами сети ija  имеют вид 5,ija   а в случае 

перехода заявок в другие СМО как отрицатель-
ных – следующий вид 3.ija   На рисунке 2.1 

представлен график изменения ожидаемых дохо-
дов систем сети на отрезке времени [0; 4], если в 
начальный момент времени все системы сети 
были с нулевым доходом. 
 

Заключение 
В статье представлена G-сеть, состоящая из 

ненадежных систем с нетерпеливыми положи-
тельными и отрицательными заявками. С помо-
щью МФБ1 найдены ожидаемые доходы систем 
сети в случае, когда доходы от переходов между 
состояниями сети являются СВ с известными 
средними значениями. Показано, что если систе-
мы сети не находятся в режиме насыщения, то 
ожидаемый доход является нелинейной функци-
ей времени даже если параметры сети не зависят 
от времени и состояний сети. 
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