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Введение 
Матричное задание является одним из спо-

собов введения линейных операторов, дейст-
вующих между гильбертовыми пространствами 
(см, например, [1]). Хотя универсальный удоб-
ный критерий ограниченности при таком зада-
нии не известен, имеется ряд достаточных и не-
обходимых условий (см, например, [4], [5]). В то 
же время для таких важных классов операторов, 
как операторы Тёплица и Ганкеля, известны кри-
терии их ограниченности в гильбертовых про-
странствах в терминах их матриц (см., например, 
[6], [7], [9]). В последнее время появился ряд 
работ (см., например, [10]–[14]), в которых рас-
смотрены некоторые обобщения ганкелевых 
операторов, также допускающие матричное за-
дание. В настоящей работе вводятся два типа 
операторов, действующих в гильбертовом про-
странстве, которые обобщают  класс операторов, 
введенный в [11]. Получены описания операто-
ров этих классов в терминах коммутационных 
соотношений, содержащих оператор сдвига, и 
критерии ограниченности, ядерности и  

принадлежности классу Гильберта – Шмидта в 
терминах матриц этих операторов. Даны прило-
жения этих результатов к интегральным опера-
торам в пространстве Харди H2 в единичном 
круге. Часть результатов данной работы была 
анонсирована в [15]. 
 

1 Типы скошенных -ганкелевых опера-
торов 

Напомним, что матрица линейного операто-
ра T в сепарабельном гильбертовом пространстве 
  в ортонормированном базисе 0( )k ke   этого 

пространства состоит из элементов вида  

, .jk k jt Te e    

Пусть   – комплексное число, 0{ } ,j j    

0{ }j j    – последовательности комплексных 

чисел, ,p  и пусть   – сепарабельное гиль-

бертово пространство. Введем операторы сле-
дующих двух типов. 

Определение 1.1. Оператор C в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве   назовем 
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скошенным -ганкелевым типа [С], если для не-
которого ортонормированного базиса 

0( )k ke     матрица этого оператора состоит из 

элементов вида 

 .j
jk pk jc     (1.1) 

 Матрица скошенного -ганкелева оператора 
типа [C] имеет вид , 0 , 0( ) ( ) ,j

jk k j pk j k jc       т. е.  

 

0 2 3 4

1 1 2 1 3 1
2 2 2

2 2 2 2
3 3

3 3
4

4

: .

p p p p

p p p

p p

p

C

  

 



      
      
       

  
     
   
  
 

 (1.2) 

Далее операторы, удовлетворяющие определе-
нию 1.1, будем обозначать также , , .pC   

Определение 1.2. Оператор D в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве   назовем 
скошенным -ганкелевым типа [D], если для 
некоторого ортонормированного базиса 

0( )k ke     матрица этого оператора состоит из 

элементов вида  

 .j
jk k pjd     (1.3) 

Матрица скошенного -ганкелева оператора 
типа [D] имеет вид , 0 , 0( ) ( ) ,j

jk k j k pj k jd       т. е.  

 

0 1 2 3 4

1 2 3
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      
       

  
     
   
  
 

 (1.4) 

Далее операторы, удовлетворяющие опре-
делению 1.2, будем обозначать также , , .pD   

Связь между операторами указанных типов 
устанавливает следующая 

Лемма 1.1. Оператор T, действующий в ,  

есть скошенный -ганкелев оператор , , pC   ти-

па [C] тогда и только тогда, когда его сопря-
женный *T  есть оператор , , pD   типа [D], где 

1
,

p
 


 .n

n n     

Доказательство. Оператор T имеет вид 

, , pC   тогда и только тогда, когда его сопряжен-

ный имеет матрицу, состоящую из элементов вида 

  * 1
,

j
k pjk j

jk kj k pj k pj k pjp
t c


  

 
           

 

где 
1

,
p

 


 .n
n                                                             

Можно охарактеризовать скошенные -ган-
келевы операторы рассматриваемых типов как 
операторы, удовлетворяющие некоторым комму-
тационным соотношениям. 

Теорема 1.1. Справедливы следующие ут-
верждения: 

1. Ограниченный оператор C в пространстве 
2 ( )   является скошенным -ганкелевым типа 

[C] в том и только том случае, когда выполнено 
следующее коммутационное соотношение: 

 *1
.p

p
CS S C


 (1.5) 

 2. Ограниченный оператор D в пространстве 
2 ( )   является скошенным -ганкелевым типа 

[D] в том и только том случае, когда выполнено 
следующее коммутационное соотношение: 

 * ,pDS S D   (1.6) 

где S – оператор сдвига в 2 ( ).   

 Доказательство. 1. Пусть оператор C удов-
летворяет (1.1). При всех ,k j   имеем 

1 ( 1)
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p p
k j k jp p

CSe e Ce e

Ce e n

Ce S e S Ce e

  



  

        


     

 

     
 

 

В силу ограниченности оператора C, отсюда сле-
дует (1.5). 

Обратно, пусть выполняется (1.5). Тогда 
при , ,k j   0k   имеем 

1

*
1 1

1 ( ),( 1)

: , ,

1 1
, ,

1 1
, .

jk k j k j

p p
k j k jp p

k j p j p kp p
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Итерируя полученное равенство, имеем  

( )
( ),0 ( ),0 ( ),0

1
( ).pk j pk j

jk pk j pk j pk jpk
c c c c  

       


 

Так как при 0k   последнее равенство очевид-
но, оператор C – скошенный  -ганкелев типа 

[C],  причем ,0 .n
n nc    

2. Переходя к сопряженному в (1.5), полу-
чаем, что оператор C будет -ганкелевым типа 
[C], если и только если  

 * * *1
.p

p
S C C S


 (1.7) 

С другой стороны, в силу леммы 1.1 C будет  
-ганкелевым типа [C], если и только если *C  

будет -ганкелевым типа [D], причем 
1

.
p

 

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Поэтому, полагая в (1.7) *C D  и подставляя 
1

,
p

 


 получаем второе утверждение теоремы.  

 
2 Скошенные -ганкелевы операторы. 

Неунимодулярный случай 
В этом разделе будет рассмотрен случай 

| | 1.   

Следующие теоремы дают, в частности, ус-
ловия ограниченности операторов рассматри-
ваемых классов.  
 Теорема 2.1. Пусть   – сепарабельное 
бесконечномерное гильбертово пространство, 

, , :pC C     – скошенный -ганкелев опе-

ратор типа [C].  
1. Пусть 1.   Оператор , , pC C   огра-

ничен тогда и только тогда, когда 2( ) ( ).n     

При этом C является ядерным с нормой Гиль-
берта – Шмидта 

 
2

1/ 2
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S
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
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 
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  (2.1) 

и следом 

 
( 1)

0

tr .n
p n

n

C





    (2.2) 

2. Пусть 1.   Оператор , , pC C   явля-

ется ограниченным, если и только если 2( ) .n
n     

При этом C является ядерным с нормой Гиль-
берта – Шмидта и следом, задаваемыми форму-
лами (2.1) и (2.2) соответственно. 
 Доказательство. 1. Так как 

*, , ,jk k j k jc Ce e e C e       

то 
* , .j

j k jk pk jC e e c        

Следовательно, если оператор C ограничен, то 
при всех 0j   

2 22 2

22 * .

j j
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k k

jk j
k

c C e
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 


 

В частности, при всех 0,1, , 1j p    сходится 

ряд 
2
.pk j

k
  Из этого следует, что 2( ) ( ),n     

что и доказывает необходимость. 
Для доказательства достаточности рассмот-

рим норму Гильберта – Шмидта 
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Поскольку сейчас 2( ) ( ),n     1,   то  
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Следовательно, C есть оператор Гильберта – 
Шмидта. Кроме того, он ядерный, поскольку его 
след 

( 1)
0 0

tr n
nn p n

n n

C c
 


 

      

конечен в силу неравенства Коши – Буняковского: 

22
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2. Пусть 1.   Если оператор C ограничен, то 

0 .j
j j
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2

0
0

.j
j

j

Ce




      

Из этого следует, что 2( ) ( ),n
n       что и до-

казывает необходимость. 
Пусть теперь 2( ) ( ).n

n       Рассмотрим 

норму Гильберта-Шмидта оператора C  
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Следовательно, оператор C является оператором 
Гильберта – Шмидта. 

Более того, оператор C является ядерным, 

поскольку его след ( 1)
0

tr n
p n

n

C





    конечен.  

В самом деле, последовательность ( )n
n   огра-

ничена. Поэтому найдется такая константа 

0,K   что /
n

n K    при всех n. Следова-

тельно,  

 ( 1) ( 1)

1
.

n

nn
p n p n p

K
K 
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  

Теорема 2.2. Пусть   – сепарабельное бес-
конечномерное гильбертово пространство, 

, , :pD D     – скошенный -ганкелев опе-

ратор типа [D].  
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1. Пусть 1.   Оператор , , pD   ограничен, 

если и только если последовательность 
2 /( )n p

n
   принадлежит 2 .  При этом условии 

он также принадлежит к классу Гильберта – 
Шмидта и является ядерным, и  
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 
   
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  (2.3) 

 и следом 

 ( 1)
0

tr .n
p n

n

D





    (2.4) 

2. Пусть 1.   Оператор , , pD   ограничен, 

если и только если последовательность 
/( )n p

n
   принадлежит 2 .  При этом условии он 

также является ядерным с нормой Гильберта –
Шмидта и следом, задаваемыми формулами 
(2.3) и (2.4) соответственно. 
 Доказательство. По лемме 1.1 

*
, , , , ,p pD C     

где ,p    .n
n n     Следовательно, 1/ ,p    

/ .n p
n n

      

 1. Если 1,   то 1.   Поскольку ограни-

ченность оператора равносильна ограниченности 
его сопряженного, в силу теоремы 2.1 оператор 

*
, , ,pC   а вместе с ним и оператор , , ,pD   будут 

ограничены тогда и только тогда, когда ограни-
чен оператор , , ,pC   т. е. когда последователь-

ность 2 /n n p
n n

      принадлежит 2 ,  что рав-

носильно первому утверждению. 
Аналогично, поскольку принадлежность 

оператора классу Гильберта – Шмидта (ядер-
ность) равносильна принадлежности классу 
Гильберта – Шмидта (соответственно ядерности) 
его сопряженного, то при условии 2 / 2( )n p

n
     

оператор , , pD   принадлежит к классу Гильбер-

та – Шмидта и является ядерным, причем 

2

1/2 1/2
2 22

S
,

j

jk k pj
j k j k

D d 

   
      
   
   

и 

( 1)tr .n
nn p n

n n

D d       

2. Пусть 1,   т. е. 1.   Как и в случае 1 

в силу теоремы 2.1 операторы *
, , pC   и , , pD   бу-

дут ограничены тогда и только тогда, когда ог-
раничен оператор , , ,pC   то есть когда последо-

вательность /n p
n n

     принадлежит 2 ,  что 

равносильно первому утверждению. 
Поскольку ядерность оператора равносиль-

на ядерности его сопряженного, то при условии 

/ 2( )n p
n

    оператор , , pD   также является 

ядерным с нормой Гильберта – Шмидта и сле-
дом, задаваемыми формулами (2.3) и (2.4) соот-
ветственно.                                                               
 

3 Скошенные -ганкелевы операторы. 
Унимодулярный случай 

В этом разделе будет рассмотрен случай 
1.   Ниже будет показано, что теория таких 

операторов фактически сводится к теории ско-
шенных ганкелевых операторов, рассмотренных 
в [18], [10]. 

Определение 3.1 [18]. Оператор L в сепара-
бельном гильбертовом пространстве   называ-
ется скошенным ганкелевым порядка p, если для 
некоторого ортонормированного базиса 

0( )k ke     матрица этого оператора состоит из 

элементов вида 

: , .jk k j pk jl Le e       

Следующая теорема показывает, что в уни-
модулярном случае скошенные -ганкелевы опе-
раторы типов [C] и [D] сводятся к скошенным 
ганкелевым. 
 Теорема 3.1. Пусть 1.   

1. Пусть , , pC C   – скошенный -ганкелев 

оператор типа [C] порядка p. Тогда существует 
такой унитарный оператор : ,V    что для 
некоторого скошенного ганкелева оператора L 
порядка p в   
 

1 .C V L  

2. Пусть , , pD D   – скошенный -ганкелев 

оператор типа [D] порядка p. Тогда существует 
такой унитарный оператор : ,V    что для 
некоторого скошенного ганкелева оператора L 
порядка p в   

* .D LV  

 Доказательство. Определим линейный 
оператор :V    по правилу : k

k kVe e
     

(и далее по линейности). Он является унитар-
ным, так как биективен и изометричен в силу 
условия 1.    

1. Определим оператор :V    формулой 

0 0

: .j
j j j j

j j

V x e x e
 

 

 
  

 
   

Этот оператор в данном базисе имеет диагональ-
ную матрицу  

2, diag(1, , , ).k jVe e       

Он унитарен, поскольку 1   (имеем * 1).V V   

Пусть : .L VC  Так как  
* 1 ,j

j j jV e V e e    
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то ,j k  
*, , , ,

, .

j
k j k j k j k j

j j j
k j pk j pk j

Le e VCe e Ce V e Ce e

Ce e  

            

         
 

Значит, L – скошенный ганкелев порядка p в .  
2. Пусть , , pC C   –сопряженный к опера-

тору  , , pD D   (лемма 1.1). Переходя в преды-

дущем равенстве к сопряженному и учитывая, 
что 1 * ,V V   получаем, что * * ,D C LV   что и 
требовалось доказать.                                              

 Следствие 3.1. Пусть 1.   

1. Скошенный -ганкелев оператор , , pC C   

ограничен в пространстве ,  если и только 
если ограничен скошенный ганкелев оператор L. 

2. Скошенный -ганкелев оператор , , pD D   

ограничен в пространстве ,  если и только 
если ограничен скошенный ганкелев оператор L. 
 

4 Приложения к интегральным операто-
рам в пространстве Харди 2H  

В данном разделе будут рассмотрены клас-
сы интегральных операторов в пространстве 
Харди, являющихся операторами типа [C] и [D]. 

Напомним, что пространство Харди 
2 ( )H   состоит из таких функций f, аналитиче-

ских в открытом единичном круге   комплекс-
ной плоскости, для которых последовательность 
( )nf  их тейлоровских коэффициентов в нуле 

принадлежит пространству 2 ( ).   Это сепара-

бельное гильбертово пространство  относительно 
скалярного произведения  

0

, : .j j
j

f g f g




     

Последовательность мономов ( ) k
ke z z  ( )k   

образует ортонормированный базис пространст-
ва 2 ( )H   (см. например, [16]). 

Всюду ниже  обозначает ограниченную 
положительную меру на ,  а  

: ( ) ( )n
n d n       


 

– последовательность моментов меры . 
Рассмотрим следующий оператор в про-

странстве 2 ( )H   ( )p  

 , ,

( )
( )( ) ( )( ) : ( ) 1 .

1

p

p

f
Hf z H f z d z

z 


    

  

Этот оператор принадлежит классу хаусдо-
рофовых операторов с ядром, зависящим  от 
внешней переменной, впервые рассмотренному в 
работе первого автора [17]. 
 Теорема 4.1. Будем предполагать, что 

1.   Для того чтобы оператор , , pH   был 

ограничен в пространстве 2 ( )H   необходимо, 

чтобы выполнялось условие 

 
2

sup .j
kp j

k j
     (4.1) 

При условии (4.1) справедливы следующие 
утверждения: 

1. , , , , .p pH C     

2. Оператор , , pH   ограничен в простран-

стве 2 ( ),H   если и только если последователь-

ность ( )n  принадлежит 2 .  При этом условии 

он принадлежит классу Гильберта – Шмидта и 
является ядерным, причем 

  2S

( )
,

1 1
p

d
H

 


   
  

1

( )
tr .

1 p

d
H 

 


  

 Доказательство. Если оператор , , pH   ог-

раничен, то, разлагая подынтегральную функцию 
в геометрический ряд, получаем в результате 
почленного интегрирования 

, ,( )( ) ( )
1

( ) ( )

kp

p k

kp j j j j j kp j

j j

H e z d
z

z d z d

 




   



           



  



 

 

 ( ).j
kp j j

j

e z    (4.2) 

Почленное интегрирование законно в силу тео-
ремы Лебега о почленном интегрировании ряда, 
поскольку 

( )

1
( ) ( ) .

1

j j kp j

j

j

j

z d

z d
z

    

       
 



 






 

Отсюда следует (4.1), так как при всех 0k    
2 2

, , , , .j
kp j p k p

j

H e H         

1. Из (4.2) следует, что при всех , 0k j   

, , , ,j
p k j kp jH e e        

что доказывает первое утверждение теоремы. 
 2. Теперь в силу утверждения 1 теоремы 2.1 
(при )n n    оператор , , pH   ограничен, если и 

только если последовательность ( )n  принадле-

жит 2.  При этом условии он также принадлежит 
классу Гильберта – Шмидта и является ядерным, и 

2

1/ 2
22

S
0 0

j

pk j
j k

H
 


 

 
   
 

  

0 0

( )
j kp j

j k

d
 



 

        
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0 0

( )
kp jj

j k

d
  

 

        

0 0

( )
j pk

j k

d
 

 

        

  
( )

.
1 1

p

d 


   
  

Выше мы воспользовались неравенством  
1/ 2

2
n n

n n

a a
   
 
   ( 0).na   

Наконец, снова по теореме 2.1 

( 1)
0

tr n
p n

n

H





    ( 1)

0

( )n p n

n

d






       

1

0

( ) ( )p n

n

d






    1

( )
.

1 p

d


 


                

Рассмотрим также следующий оператор в про-
странстве 2 ( )H   ( )p  

 , ,

( )
( )( ) ( )( ) : ( ) 1 .

1p p

f
f z f z d z

z 


      

  

Теорема 4.2. Будем предполагать, что 
1.   Для того чтобы оператор , , p   был ог-

раничен в пространстве 2 ( )H   необходимо, 

чтобы выполнялось условие 
2

sup .j
k pj

k j
     

При условии (4.3) справедливы следующие 
утверждения: 

1. , , , , .p pD      

2. Оператор , , p   ограничен в простран-

стве 2 ( ),H   если и только если последователь-

ность 2 / 2( ) .n p
n

     При этом условии он так-

же принадлежит классу Гильберта – Шмидта и 
является ядерным, и 

  2S

( )
,

1 1
p

d 
 

    
  

1

( )
tr .

1 p

d


 
 

  

 Доказательство. Как в доказательстве тео-
ремы 4.1, разлагая подынтегральную функцию в 
геометрический ряд, получаем в результате по-
членного интегрирования  

, ,
0

( )( ) ( ) ( )k p j
p k

j

e z z d


 


        

0

( )j j k pj

j

z d






        

 
0

( ).j
k pj j

j

e z





    (4.4) 

Почленное интегрирование законно в силу 
теоремы Лебега о почленном интегрировании 
ряда, поскольку  

0 0

( ) ( ) .
jj k pj j

j j

z d
 



 

            

Отсюда следует (4.4), так как при всех 0k   
2 2

, , , , .j
k pj p k p

j

e           

1. Из формулы (4.4) следует, что 

, , , ,j
p k j k pje e        

что доказывает первое утверждение теоремы. 
2. Следовательно, в силу утверждения 1 

теоремы 2.2 (при )n n    оператор , , p   огра-

ничен, если и только если последовательность 
2 /( )n p

n
   принадлежит 2.  При этом условии он 

также принадлежит классу Гильберта – Шмидта 
и является ядерным, и  

2

1/ 2
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S

j

k pj
j k



 
    

 
  

j

k pj
j k

   ( )
j k pj

j k

d        

( )
k pjj

j k

d


        

( )
j pj k

j k

d        

  ( )
j kp

j k

d         

   
( )

.
1 1

p

d 


    
  

Наконец, как и в доказательстве предыду-
щей теоремы 

( 1) 1
0

( )
tr .

1
n

p n p
n

d

 


 
    

                       

 
Заключение 
В данной статье вводятся два типа операто-

ров, действующих в гильбертовом пространстве, 
которые обобщают как класс -ганкелевых опе-
раторов, так и класс скошенных ганкелевых опе-
раторов. Были сформулированы и доказаны кри-
терии их ограниченности и ядерности. Получен-
ные результаты применяются к интегральным 
операторам в пространстве Харди. Эти результа-
ты могут использоваться в теории операторов и 
ее приложениях, а также при чтении специаль-
ных дисциплин для студентов математических 
специальностей. 
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