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О РЕГУЛЯРНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ 
РЯДОВ ФУРЬЕ

(Представлено академиком С. М. Никольским 5 X 1973)

В теории суммируемости рядов Фурье вопрос о регулярности метода, по­
рожденного нижней треугольной матрицей ЦА^Ц, сводится к вопросу о рав­
номерной ограниченности (относительно п) в метрике L ядра этого метода

«71
Кл (i) = -у- + у1, A*<n>cos kt.

А=1

Различные условия равномерной ограниченности ядра на языке коэф­
фициентов А(п) были получены в работах многих авторов: С. М. Николь­
ского, С. Б. Стечкина, А. В. Ефимова, Г. А. Фомина и др. В дальнейшем 
мы будем считать, что Л(?)=Л*, Ал=О при /с>п+1, AAft=Aft—%*+,. Приведем 
следующий результат:

ЯП п ц'
Д = Jl^n(t)ldi<cJ^ |ААД + с(п’-‘ , 1<р=^2. (1)

й=0 ь=о

При р=2 неравенство (1) было доказано Г. А. Фоминым (‘), а при 
1<р<2 доказательство было дано С. Б. Стечкиным в 1965 г. па конферен­
ции в г. Тарту и позже было приведено в работах Г. А. Фомина.

Наша цель состоит в получении лучшей оценки сверху для Jn.
Имеют место следующие вспомогательные леммы.
Лемма 1. Пусть функция ф (ж) такова, что ф (0) =0, ф' (х) — монотонно 

убывает к нулю при х^-°°; тогда

cos ах dcp (х)

для всякого а>0 и любого Т^лЦ2а).
Замечание 1. Условию леммы удовлетворяет, например, функция 

ф(ж) —ха, 0<а<1.
Замечание 2. Из условия леммы 1 вытекает, что ф'(я)>0.
Л е м м а 2. Пусть функция ф(ж) удовлетворяет условиям леммы 1; тог­

да имеет место оценка

т

где ак — действительные числа, 6>0.
Доказательство. Возводя в квадрат сумму, стоящую под знаком 

интеграла, имеем

0 Й=0

cos2(fc+6)a: | 
sin2 (/с+6) z I
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cos(A:+6)a:cos (Z+6)x 
sin (Zc+6) x sin (Z+6) x

n 

fe=O

В силу симметричности относительно к и Z выражения, стоящего под 
знаком двойной суммы, получаем

Л

О

+

+ j J cos(/c+Z+26)xcZ<p (а:) | j .

Применяя лемму 1 и учитывая, что функция <р (ж) возрастающая, будем 
иметь

й=0 1=0

что и требовалось доказать.
Теорема 1. Пусть функция ф(я) удовлетворяет условию леммы 1; 

тогда имеет место оценка
N N N

Jn<c^V lAX„J + c |х(ге,<р) У, IAXnJ2[ l + У, ср

R=0 k=0 1=0

C

I геА—гег|
l^h

О fe=0 1/п л=о

dt
t

nh=ty(k)>k, N=ty~'(ji), х (re, <p) = --- ,-■ - -.
,<*“<₽ U)

Доказательство. В силу четности ядра An(Z) и после применения 
преобразования Абеля получаем

7n = c j|A„(Z)|dZ=cj I An(Z) IcZZ+c J |An(Z)|dZ =

О О 1/п

1/9
=4

где Z>A(Z) — ядро Дирихле.
Используя неравенства |Z>k(Z) |«£/с+1, sin 1/2х>х/л, 0<х<п, получаем

с [ У, IAXJ- kdt + c У | У, AXft sin (A+V2) 11 -у <

О h=0 1/n h=0

С С£ 1ДАД + с У | AXft sin (/с+*/2) t

k=0 1/п k=0

Будем считать, что последовательность {ДХД лакунарна и пусть пк= 
=ip (/с) А=,ф_1 (ге).

Умножив и разделив подынтегральную функцию на (<p'(Z))'A, где <p(Z) 
удовлетворяет условию леммы 1, после применения неравенства Буняков-
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ского получаем
N

Л=0

|A%„J + с | J

1/п

N

fe=0

Применяя лемму 2 (6=’/2, ank=Kknk), окончательно получим
N N N

Jn^c \j|A%„ J + c|x(n,<p) 1 + У, (₽(

k=0 h=0 1=0
l=t=k

C

\nh—Tli\

и теорема доказана.
Замечание 1. Обобщение теоремы 1 на многомерный случай по­

лучено В. Я. Бугровым.
Замечание 2. Если правая часть в неравенстве (2) ограничена одним 

числом для всех п, то мы получаем условие равномерной ограниченности 
ядра Kn(t) в метрике L.

N

Теорема 2. Если 2 |АХ„а|^с,

h=0 1=0

то Jn^c для всех п.
Доказательство вытекает из теоремы 1 при ср(z) =ха, 0<а<1. 
Пример. Методы

1 W
т.уг (/, х) = Щ—7 У Sm У’

регулярны для всех натуральных здесь Sh(f, х) — частная сумма ря­
дов Фурье функции f(x).

При у=1 мы имеем метод Фейера, который, как известно, регулярен. 
Для данного метода и=2У?, N=nl/y; AAat=1/(2V+1), /с=0, АХ,=О
при i=Av+l,..., (&+l)v—1.

Выбирая aCl/y^l, можно подсчитать, что
N N

p(i + £
Л=0 1=0

1
\пк—гег|а с,

N

£|дх.,|-1.
k=0

Тогда по теореме JnCc и, следовательно, методы ж) регулярны при
всех 7>1.

Замечание. При *у>1 теорема Стечкина — Фомина не дает ответа 
на вопрос о регулярности методов х), так как

N

пр-1 У, lAX„J',=2V1'(p-1)(2V+l)1-p>c2V(T-1)<₽-1)-> оо при N->-o°

Это говорит о том, что наша оценка (2) лучше, чем оценка (1).
Московский институт электронной Поступило
техники 28 IX 1973
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