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Известно, что «уравнения правдоподобия», решением которых является 
оценка максимального правдоподобия 0‘= (0/,..., 0Р’) (здесь и ниже знак 
= означает «равно по определению») неизвестного значения 0О р-мерного 
параметра 0, входящего в выражение для плотности вероятности случайной 
величины, часто оказываются очень сложными. В связи с этим Фишер (*)  
(см. также (2)) разработал приближенный метод накопления (method of 
scoring), позволяющий, начиная с какой-то более грубой оценки 0, прибли­
зиться к оценке 0*.  Метод Фишера фактически представляет собой неболь­
шую модификацию классического «метода касательной» Ньютона (ср. (3), 
стр. 154), от которого он отличается лишь тем, что матрица производных 
от левых частей уравнений правдоподобия по параметрам 04 здесь заменя­
ется своей состоятельной оценкой — (0) (5й — информационная матрица
Фишера). Позже Лекам (4) отметил, что при широких условиях уже пер­
вое приближение «метода накопления» оказывается асимптотически эф­
фективной и асимптотически нормальной оценкой 0О (ср. также (‘), 
стр. 722).

Как было указано в (5), аналогичный прием приложим и ко многим 
другим задачам о нахождении статистических оценок. Пусть хт (Т пробе­
гает неограниченное множество вещественных значений) — выборочное 
значение случайной величины Хг в пространстве £т, распределение вероят­
ностей которой при всех Т известно с точностью до значения 0О параметра 
0=(015..., 0Р). Предположим, что при определенных условиях уравнения 
Zj(0; хт) =0,7=1,..., р, где I, — гладкие функции 0, зависящие от хт, имеют 
решение 0*=0*(х г) такое, что Та((Г—0О), где а>0, при Т^°° имеет предель­
ное распределение с ограниченными моментами первых двух порядков. 
Пусть далее 0 — это Р-состоятельная оценка 0О (т. е. М(03-—0Оз) ограничено 
по вероятности при всех 7=1, 2,..., р), где jl>a/2, а Ф ММДхг) || —
состоятельная оценка матрицы (0; xr) = ||Fift(0; хг)ЦМ15Ы0; хт)/д0А|| 
(невырожденной при 0=0О с вероятностью 1) такая, что Te/z|D*(X r) — 

~ р р
—Fjft(0; Хт) | ->0 при для всех / и к (-* ■ означает «стремится по ве­
роятности»).

Положим

0=0-0-‘(хт)1(0; хг), 1=(Z„ ..., ZP); (1)

тогда, используя квадратичную сходимость метода Ньютона, нетрудно до­
казать, что Т“(0—0О) и Та($* —0О) при Т-х» будут иметь одинаковое пре­
дельное распределение (т. е. оценка 0 асимптотически будет столь же 
хорошей, как и 0*).

Пусть теперь X(t) — стационарный случайный процесс с дискретным 
(целочисленным) или непрерывным t и £Х(7) =0, имеющий спектральную 
плотность /(X; 0), зависящую от 0=(01}..., 0Р), а хт=(г(1),...,ж(7'))
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или хт= (я (t), Г). Рассмотрим уравнения

7/п ч 1 f/(X;0)-Zr(X) 5/(Х;0)
59. dK=0' 1=1’---’Р, 42)

где
2

ИЛИ
1

2лГ

а Л= [—л, л] или = (—°°, °°) соответственно. Как известно (см. (6~9)), 
уравнения (2) при широких условиях регулярности имеют решение 0*=  
= (0/,...,0/), которое для гауссовского X(t) является асимптотически 
нормальной и асимптотически эффективной оценкой 0О такой, что

|| ИшГ£(0Г-0Оз) (0/-0№) || =
Т—>оо

1 f £Ж0^_ g/(^;0o) и }
4л J deoj двок [/(%; 0О) ]2 II оЛ (3)

Последнее равенство и асимптотическая нормальность 0*  будут иметь место 
также и для более общих линейных процессов X(t) с дискретным временем 
и конечным четвертым семиинвариантом, если только от 0 зависит лишь 
отношение /(Х)/о2=<р(Х; 0), где о2 — средний квадрат ошибки наилучшего 
линейного прогноза процесса X(t) на единицу времени вперед (6~8). При 
этом во всех указанных случаях легко доказать, что при широких условиях 
регулярности

n | ^'(e; Xr)- + 1* (0О) I о, (4)
<904 I

где !jk(6o) — это (/, Zc) -й элемент 3 (0О), а 0 — произвольная 7”/,+е-состоя- 
тельная оценка 0О, е>0 (ср., например, (10), теорема 1).

Ниже всегда будет предполагаться, что речь идет о процессах Х(£), для 
которых верны приведенные выше результаты об оценках 0*  и что выпол­
няются все нужные для этого (и для справедливости результата, касаю­
щегося оценки 0 формулы (1)) условия регулярности; в частности, рас­
сматриваемые состоятельные оценки (обозначаемые знаком ~ сверху) 
всегда будут считаться 71/,+е-состоятельными, где е>0. Оценки параметров 
спектра, обладающие теми же асимптотическими свойствами, что и реше­
ние 0*  уравнений (1), будут, как это часто делается, называться а с и м п- 
тотически эффективными.

р

А—1

где 0А'^[0а, Os], и примем, что ОДхг) получается из формулы для — /^(0О) 
с помощью замены значения 0О на 0 в функции /(X; 0о) в знаменателе и в 
первой частной производной этой функции под знаком интеграла и на 0' во 
второй частной производной функции /(X; 0О). Тогда (1) можно будет пере­
писать в виде системы р уравнений, отличающихся от_ (2) лишь тем, что 
функция /(X; 0) в числителе теперь заменяется на /(X; 0), а в той же функ­
ции в знаменателе и в ее производной неизвестное 0 заменяется на 0. 
Таким образом, при отыскании асимптотически эффективных оценок 0О, 
в уравнениях (2) можно заменить неизвестное 0 в знаменателе и под зна­
ком производной произвольной состоятельной оценкой 0. Иному .доказатель­
ству этого факта посвящены работы (“,12); для частного случая дискрет- 
2 Зак. 679, т. 217, № 3 X ’
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ного t и функции /(X; 6), линейно зависящей от 0, указанный факт состав­
ляет основное содержание работы (13) *.

* В (13), а также и в (14~16), вместо интегралов по Л от —л до л используются 
соответствующие римановы суммы, отвечающие разбиению Л=[—л, л] на Т равных 
частей. Вопрос о законности такой замены специально исследовался в (13); здесь 
мы на нем не будем задерживаться.

2. Пусть /(Х)=о2|§'(еЛ) |2/(2л), — где g(z) = l+atz+...+apzp
имеет лишь корни z, с | z;| >1; предположим, что неизвестны значения а= 
s(a4,..., ap) (и, быть может, о2). Используя снова (1) и (2) и приняв за 
3) (хг) матрицу — 3 (а), получаем следующую систему уравнений, опре­

деляющую асимптотически эффективные оценки « == (&,,..., aP):

„ Zr(X)5 а*  cos (А—/) Л dX
[at-ak] = f------- —---- =------------- , (5)

где /=1,..., p, (at,.. . , ap) — состоятельная оценка a, a a0=l- Если же 
мы примем за Djh(xT) линейный функционал от IT(Л), получающийся при 
подстановке в —7зй(а) отношения 7г(Х)/[/(Х; а)]2 вместо [/(X; а)]-1, то 
придем к уравнениям

„ Л-(л) [cos Д + 2 (2ай—aJcosO’—&)A.]dA
f---------------------------------------------------- = 0, /= 1, • • •, р, (6)

[/(Ма)Г

предполагавшимся, исходя из других соображений, в (14,15).
3. Пусть теперь /(A) =o2|g(eiX) |2/2л|^(еЛ) |2, — л^АСл, где g(z) — то 

же, что и выше, h(z) sl+^z+.. . +pgz9, все корни h(z) превосходят по мо­
дулю единицу, а неизвестны параметры a= (cti,..., aP), Р= (Pi,..., р5). 
(и, быть может, о2). Здесь уравнения (2) удобно записать в виде

/Да, Р; хт)=0, 7=1,..., р; 1Р+ь(а, Р; хт) =0, ft=l,..., q, (7) 

где последние q уравнений (содержащие производные от /(X) по парамет­
рам Pi,..., р?) — линейные по р(,..., рд. Выберем какие-то состоятельные 
оценки а~ (оц, ..., кР) и определим Р= (р15..., рд) как решения послед­
них q уравнений (7), в которых а заменено на а. Представим матрицу

II Ф “Q'|| 
.7 (9) =.!7 (а, р) порядка p+q в виде «клеточной матрицы» 11 _q хр- |

где Ф, Y, Q и Q'— это (рХр)-, (gX^)-, (дХр)- и (рХу)-матрицы, явный 
вид которых выписан в (15), стр. 380 и 392. Так как Р; хт)=0 при
i=p+l,..., р+к, то используя (1), (2) и (4), легко найдем, что

а=оЖ^Р-Ф-16'Чг-,а]-,Ф-*1 1 (8)'

(где <$р — единичная (рХр)-матрица, Ф, Т, Ои Q'- состоятельные оцен­
ки Ф, Y, Q и Q', а 11= (Л,..., 1Р)) будет асимптотически эффективной 
оценкой а. Подставив а в последние q уравнений (7) и разрешив получаю­
щуюся линейную систему относительно pf,..., р9, найдем асимптотически 
эффективную оценку р вектора р. Далее, если определить Ф как результат 
подстановки в формулу для Ф вместо |g(e,x) |-2 комбинации в~2/г(А) |%- 
• (е’Х) |2|£(eiK) 1_4> гДе %(z)=l+afz+ ... +aPzp, g(z) =1+P,z+...+|5gz’, 
а через a(1) обозначить решение первых р уравнений (7), в которых в про­
изведении |/i(ea) |2|g(ea) |-4 под знаком интеграла h(еЛ) заменено на 
й(еЛ), а р(е“) — на g(eix) (так что уравнения уже оказываются линейными
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no cti, . ..,ар), то, как нетрудно проверить, Ф (a—a(l)) =li; при этом (8) 
обращается в формулу Хеннана (14, *5)

а=а+[^Р-ф-‘5'Ф-1Й]-1(сГ-а(1>) (9)

(использовавшего некоторые специальные оценки а и Y).
4. Пусть /(X) =&(Z)/|h(e'K) |2, где h(z) — то же, что и выше, а Ь(Х) = 

=а1Ж1 (Л)+ ... +аРРГр(А,), Wk (X) — известные функции, а неизвестны па­
раметры а= (cci, ..., аР), р=(рь ..., ps). Записав уравнения (2) в виде (7), 
мы снова найдем, что последние q из них линейны по Pi,и поэтому 
опять можем, выбрав оценки a® (а1(..., ар), определить затем р= (01, ... 
... 3,) как решения этих q уравнений, в которых ос заменено на а.

Представим снова 3 (а, р) в виде «клеточной матрицы» и обозначим ее 
«клетки» так же, как в примере 3 (явный вид соответствующих матриц Ф, 
Ч7, й и й' указан в (16)); тогда по тем же причинам, что и выше, формула 
(8) и в этом случае будет задавать асимптотически эффективную оценку а 
параметров ос. Примем теперь, что Ф=Ф (Р) (от а матрица Ф вообще не за­
висит), и определим сс(1) как решение линейной системы первых р уравне­
ний (7), в которых h заменено на ?г, а ос в знаменателе подынтегрального 
выражения —на а; тогда опять Ф^Ч^сс—a(i), так что (8) и здесь можно 
переписать в виде (9). Последний результат представляет собой упрощение 
и обобщение основного результата работы (16).

5. Совершенно аналогичный подход применим и в случае непрерывного
времени t, если /(X) =7Г|Л(гЛ) |2/(2л 17? (й) |2), —оо<Х<°°, где Л(гХ) = 
= (гХ)р+оС1(сХ)р_1+ ... +оср, S(ii)^(ii)9+Pi(ii)5_t+...+Р?, и все кор­
ни Л(г) и 7?(z) имеют отрицательные мнимые части. Если неизвестны па­
раметры oc^(oci,..., ар) и p=(Pi,..., рд), то записав (2) в виде (7), мы 
снова получим, что последние q из этих уравнений линейны по ..., рд. 
Если, как и выше, ос — произвольная состоятельная оценка ос, a — реше­
ние указанных q уравнений, в которых а заменено на а, то равенство (8), 
где Ф, ¥, й и й' - это «клетки» матрицы 3 (а, (3) (явный вид которых 
легко выписать), снова будет определять асимптотически эффективную 
оценку а вектора ос. Выбрав матрицу ф=ф(ос,^) так, чтобы она представ­

ляла собой линейный функционал от периодограммы 7Г(%) (это условие 
однозначно определяет Ф), мы снова получим, что ос(1), где ос(,)
определяется вполне аналогично тому, как это делалось в примерах 3 и 4. 
Поэтому и в этом случае равенство (8) можно переписать в виде (9).
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