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КОЭФФИЦИЕНТОВ ТЕЙЛОРА И СТЕПЕННЫЕ БАЗИСЫ. 
ГРАНИЧНЫЕ НОРМЫ И НЕРАВЕНСТВА БЕРНШТЕЙНА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 30 XI 1973)

В работе рассматриваются классы функций, аналитических в круге 
D={S: KI <1} комплексной плоскости, и нормированные с соблюдением 
небольшого числа естественных требований. Для такого класса <S опреде­
ляется весовое пространство аналитических функций <оf, равенст­
вом <of={g: fg^<?}- Находится необходимое и достаточное условие на 
«вес» / для того, чтобы коэффициенты Тейлора функций из <F/ росли 
(убывали) не быстрее (не медленнее), чем в <£; исследуется и в ряде слу­
чаев полностью решается проблема степенного базиса в весовом классе <8 f. 
Инструментом для этого служит «граничная норма», определяемая ниже, 
и позволяющая объединить вопросы, упомянутые в заглавии.

1. Обозначения и терминология, z — тождественное отобра­
жение круга D в себя, z(^)=^, lgD; Г={£: К|=1}; — функционал
вычисления коэффициента Тейлора: /(n)zn) =/(/с), /с>0; если g и h

П>0
def 

аналитичны в D, то (g*Th) (h)=Tk(gh'); если то llglb=llg/ll g; если
М — конечная мера в D, то Нр (М) — класс всех аналитических функций 
/ с j^Lp{M')-, если М—мера на Г, то НР(М) —пополнение полиномов 
от z в норме LP(M)-, если т=М — мера Лебега на Г, то НР(М)=НР— из­
вестное пространство Харди, II • ||нр=|| • ||₽; СА={(: /} аналитична в D, не­
прерывна в D}; lAp(wn) = {f: f=£1f(n)zn, ( £\f(n)\pwnp)l'p<+°°] ■

n^Q
S’ (A) — замкнутая линейная оболочка множества А.

Напомним, что последовательность {zn} п>0 по определению равно- def _.
мерно минимальна в <F, если d=d(J8) = inf dist (zn||z"||g , S’(zb: 

n

A¥=n))>0. Ясно, что l/cf= sup ||znllg* Hrjlg* и что неравенство d(<?’)>0 
n>0

равносильно вложению <¥’<=ZA°°(l|z"||g) или системе оценок |g(n)|«S 
<const ||zn||’1 -Hgilg, g^<8. Например, эти оценки справедливы, если про­
странство <5 инвариантно относительно вращений: —
=/(а£), |а|=1. Одна из целей статьи — научиться строить новые 
классы <8 f со свойством равномерной минимальности степеней, исходя из 
пространств уже обладающих этим свойством. Потребность в таких 
классах возникает, например , в задачах весовой полиноминальной ап­
проксимации (*).

2. Определение граничных пространств д<8 и д'<8'. 
Пусть <8 — банахово пространство аналитических в D функций, для кото' 
рого:

а — функционалы /-►/(£), непрерывны на 8;
б) zne^; {zn}n5#0— равномерно минимальная последовательность;
в) lim ||z’l+1|lg/l|zn||g=l.
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Сопоставим каждому функционалу Ф из сопряженного пространства 
def

S* его преобразование Коши КФ: (КФ) (£)—Ф((1—£z)_1), ZeD. Из в) сле­
дует, что функция КФ аналитична в D; по определению ||КФ||Kg*=IIФII 
Положим

I п llzn||g J

д<;₽. f . || || ---  Hulls' ]д & = lg- ||g||8.g. = lim———---- <+оо I
v п ll-/nllg* J

3. Равномерная минимальность и базисы.
Теорема 1. Пусть <К — пространство, удовлетворяющее условиям- 

а) — в), и /(5)^0, tsD. Следующие утверждения равносильны:
1) {zn}n>0— равномерно минимальная последовательность в <Sf (т. е. 

^cZ4”(llz"||/));
2) f^d&,
Теорема 2. Пусть S— пространство из теоремы 1. Если степени 

{z"}n3,o образуют базис в пространстве <S (или <К f), то это же верно и для 
пространства д<$ ((d<S) f соответственно).

Теорема 3. Пусть F — пространство измеримых функций на проме­
жутке [0, 1), снабженное монотонной нормой (|<р||ф| =>НфП^НфИ), и 
S=F°H2 — совокупность всех аналитических в D функций g, для которых 
г-ЧЫЬ, 0<г<1, принадлежит F. Пусть f^F°H2, f(t,)^O, geD. Степени 
{zr‘}n-^0 образуют базис в метрике пространства St в том и только в том 
случае, когда f, i/j^H2 и |/|2=ехр (u+v) на Г, где и и и— ограниченные 
вещественные функции, v — гармонически сопряженная кии ||к||„<л/2..

Замечание. Если последовательность {zn}n>0 полна в <К, то слова 
«базис в метрике S/» можно заменить на «базис в <К р>.

Следствие. Если д<8=СА или dS =Hl (М), М — мера на Г с беско­
нечным носителем suppJ/, то {zn}n>0 — не базис в <Кs при любом f, 
/(g)=#O,^D.

Случай S—H'(dxdy), /=1 разработан Б. М. Бычковым в 1967 г.
4. Комментарии. Основными примерами пространств, для которых 

ниже вычисляются д& и д*<о*, будут S=Hp(dMdm), где М — мера на ра­
диусе [0, 1); S =А (%) — совокупность всех аналитических в D функций g,. 
для которых |g(O |=о(Х(|^|)) при |?]-*1 (А, —положительная возрас­
тающая функция па [0, 1)) и S=lAp(wn). В последнем случае всегда пред­
полагается, что lim wn+l/wn—i. Если S — гильбертово пространство, то

п

теорема 1 приводит к оценкам для старших коэффициентов многочленов, 
ортогональных в весовой норме <Кf. Именно, если gn=annZn+ ... —такие 
многочлены, то из равномерной минимальности следует | апп | =^const/||z"|| gr 
п^О. Эти оценки являются новыми даже в случае S=H2(dxdy), ср. (2).

Таблица 1

ЬЦМ)оНР {/: Уп/еНР} А(Х) Са 1РЛ(п*)
г(п)__—

={/: /(п>еСА}
яа =

={/:

нр ' ц1' Я°° Са
1рА,

Нр
Z^(na), а>0

нр' нр' Я1 Н1 С(п) Нр' П 'а (О
(па), «>1/У
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Условие базисности из теоремы 3 допускает упрощения, покрывающие 
известные случаи (3_5). Примеры: а) <о—любое, /ес^, 1// — полином;
г) /=ехр £log (1—zt)dM (t), М — вещественная мера в В, УагЛ/<1/2;

D
Константа */г точна. Примеры к теореме 1 собраны в табл. 1.

5. Вычисление д(о. Отметим сначала, что всегда ||z/||eg=||/||ag, 
/<=д<Г.

Всюду ниже Е — пространство аналитических в D функций, которое 
удовлетворяет условиям а)—в) и в котором оператор умножения на z 
изометричен (l|z/||E=||/||E). Если Л={^„}„>0 — последовательность поло- det
жительных чисел, то £’Л={/: Л/= в частности, (Lp)a=

п>0

— 1аР (%п)

Теорема 4. Если &=F°E и то Ит H/rllirM/llag-1|1|1г<

С Ит ||/г||Е. В частности, Ит ||/Т||Е<+0о=>/ед<?Г, и Ит ||/г\\Е=+°°=^&д<£. 
г->1—О Т-+1 — О г—>1 — О

Итак, во многих случаях (например, когда Е=Н*, д<$=Е.
Теорема 5. Пусть ИтХп+1/%„=1, <В=ЕА. Если выполнено одно из 

следующих условий-. 1) {zn}n>0— безусловный базис в Е и supXn+fc- n, h
2) {zn}п>а — базис в Е, supXn<°°; {Xn+1/Xn}n>o монотонна-,

3) {zn} п>0 — базис Чезаро в Е, Х„!0; {Х„}п&0 и {Хп+)/Х„}п>о выпуклы, то 
дЕА=Ё, — множество всех функций / из ЁА, для которых ограничено в Е 
семейство частичных сумм ряда Тейлора (случаи 1), 2)) или сумм Чеза­
ро — Фейера (случай 3)). Если при соблюдении прочих условий заменить 

на ЛЛ(а в случае!) на sup Xre+vX<r1Afr1<+°°), то дЕА—ЕАи 

Н/118Ед = 11/ЦЕ.
6. Вычисление д*<%*. Неравенства Бернштейна.
Теорема 6. Если <S— пространство из теоремы 1, то d“S'= 

det
= ($, l|z”||g) = {/: ge^g/eZA“(llz"||g)}c=6^m’.

Явное вычисление д'8* требует дополнительных построений. Обозна­

чим символом D<o множество всех функций /= Е / («) z" таких, что 
П=— 00

7(дг) =0 при n<n(j) и S f(n)zn^d&; положим II/IIJ?«=l|z”/||ea, где 
п>0

n^n(f). Определим инволюцию I на множестве Р всех полиномов от z и 
z~* равенством I(£ip(n)zn)—'Ep(—n)zn. Наконец, (Z)^)+* — множество 

п п
линейных функционалов Ф на Р, непрерывных в метрике DIF. и «анали­
тических в том смысле, что Ф (z~ft) =0, k^O.

Теорема 7. Пусть & — пространство из теоремы 1 и инволюция I 
непрерывна в D<S. Тогда d*S,*<=K(DS") +*. Если оператор умножения на z 
изометричен в <S, то d*<F*=K(D<F) +*. Если же степени {zn}n3,0 образуют 
базис в <9 и существует с=с(ё") такое, что

llplles ■ l|zn|| 8<с||р|| 8 (*)

для любого полинома р степени ^п, то d*<S'=K(d<Sy.
Замечание. Ясно, что (D<F) +*<= (д&Т)*. Пример <о=Сл показывает, 

что обратное включение, вообще говоря, не верно. Однако оно имеет 
место, если естественный проектор из D(<F) на d(<F) непрерывен. Нера­
венство (*) назовем сопряженным неравенством Берн­
штейна.
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Примеры. 1) В условиях 1)—3) теоремы 5 имеет место сопряжен­
ное неравенство Бернштейна X„||g||E®£c||Ag||E, ст. g^re. В частности

IlgL ll/mglL (Zg (£) = J gdt}'
о

2) Если <F=F°E, инволюция I непрерывна в DE и sup ||/гг11вв<+°о
0<г<1

для любого h, he^DE (hr — 2 h,(ri)rMzn— среднее Абеля), то верно (*):
П= —ОО

llgll®-||r’’||F<c||g||g, ст. g^re. В частности, для смешанных интегральных 
норм (Е=НР, F=Lq(M), М — мера на [О, 1)):

Более общие неравенства получим при Е=НР(ц), где ц — мера, удовлет­
воряющая условиям Розенблюма (ограниченность средних Абеля) (5).

Теоремы 7, 8 позволяют находить д*ё>*, минуя описание сопря­
женного к пространства <S‘ (что, как правило, составляет значи­
тельно более сложную задачу, чем отыскание (с^)*; типичный при­
мер: 8 =НР (dx dy), д8=Нр'). Эти теоремы охватывают случай прост­
ранств 8, состоящих из «негладких» в D функций. В противоположном 
«гладком» случае удается мало что добавить к общему «мультипликатор' 
пому» описанию из теоремы 6.

Теорема 8. 1) Если 8 обладает свойствами а)—в) u <F-ZA“(||zn||g)c 
:<=^”(llz"llg)., го д*8*=1Л°° (||zn||g). 2) Если 8=ЕА<=1А\ инволюция I не­
прерывна в DE и A.n^const-X„+Xn_k; пЗА), то d*8*=K(DE') +*П
П/А”(Х„). _

Вычисление пространств д'8" для «гладких» в D функций связано с 
«неравенством Бернштейна» Ilp|l8<c||z”||g- ||p||9g, ст. р^п, двойственным 
с (*). Оно выполнено, в частности, для любого пространства из второй 
половины теоремы 5. Случай А„=п+1, ге>0 классический: 
s£c(n.+l) ПрИв, ст. р^п.

7. Таблица 1 содержит некоторые примеры к теоремам 1—8 (всюду 
Кр<°° и 1/р'+1/р=1).

Пример, когда теорема 8 заведомо не дает описания д*8*: 8=1Л2(п''2)— 
пространство функций с конечным интегралом Дирихле, $*<§?*= {g: 
2) |g(n) |2zn— мультипликатор в Za“(«'/!)}- nS>0
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