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Методы математического моделирования сложных и мало изученных 
химических процессов позволяют решить целый ряд задач, связанных с 
оптимизацией этих процессов, созданием интерполяционных формул для 
управления, оценкой влияния факторов на параметры оптимизации и 
т. д. В настоящее время достаточно широкое распространение получили 
математические методы планирования эксперимента, моделирующие хи­
мический объект с помощью полиномиальной множественной регрессии 
порядка обычно не выше третьего. Однако, как показывает накопленный 
опыт, полиномиальные модели адекватно описывают химические процес­
сы лишь в узких интервалах варьирования факторов, и то по всегда. На­
пример, наши работы по математическому моделированию процессов 
экстракции циркония и гафния трибутилфосфатом и высшими алифати­
ческими спиртами из азотнокислых и солянокислых растворов неизменно 
приводили к неадекватным уравнениям второго порядка для фактора изв­
лечения, как только значения независимых переменных выходили за пре­
делы указанных областей: по концентрациям металла 511=7—9 г/л, кис­
лоты ж2=9—10 мол/л, спирта Ж3=60—90 об.% п соотношению фаз ж4= 
=1:1—2:1.

Рекомендуемые в литературе варианты продолжения исследования в 
случае неадекватности уравнения 2-го порядка — сужение интервалов 
варьирования и повторение эксперимента или композиционная достройка 
опытов до полинома 3-го порядка — не являются эффективными приме­
нительно к экстракционным процессам: первый вариант приводит к сни­
жению информативности модели, второй не всегда устраняет ее неадек­
ватность.

В настоящей работе предлагается новый подход к описанию экстрак­
ционных процессов — построение нелинейной по параметрам модели в 
широких интервалах варьирования факторов. Такое построение основано 
на анализе априорной информации об изучаемом процессе, исследовании 
функционального поведения параметра оптимизации химического процес­
са, его асимптотики. В качестве примера рассмотрим процесс экстракции 
циркония и гафния из солянокислых растворов октиловым спиртом в ши­
рокой области изменения перечисленных независимых переменных: 
4^Ж1^12 г/л; 6,5sSx2s£1 2,5 мол/л; 65sSx3^85 об.%; 0,5-Л^х^2,5А. 
В этой области был реализован центральный композиционный ротатабель- 
ный план 2-го порядка. Условия опытов, матрица планирования и резуль­
таты эксперимента приведены в табл. 1. Выбранные границы изменения 
независимых переменных значительно превосходят соответствующие гра­
ницы полиномиального описания фактора извлечения. Полиномиальные 
модели поверхности отклика оказались неадекватными: Е-отношенпе для 
полинома 1-ой степени равно 64, для уравнения 2-го порядка 37.

Построение нелинейной модели включает несколько этапов.
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1. Определение принадлежности функции отклика к одному из трех 
классов функций: одноэкстремальных, многоэкстремальных, не имеющих 
внутренних экстремумов.

Из априорной информации о механизме изучаемой эстракционной си­
стемы, экспериментальных и литературных данных следует, что любое

Таблица 1 
Условия, матрица планирования и 
результаты экстракции циркония и 

гафния октиловым спиртом
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факторов
1 —1 —1 -1 —1 2,29
2 -J-1 —1 +1 -1 1,92
3 -1 —1 41 +1 0,99
4 -1 +1 -1 +1 53,8
5 +1 —1 —1 71,87
6 +1 —1 -1 +1 1,00
7 -1 + 1 + 1 —1 71,88
8 +1 + 1 + 1 +1 59,87
g -1 —1 —1 + 1 1,38

10 —1 —1 —1 1,38
11 -1 +1 —1 —1 69,67
12 -1 —1 +1 —1 2,70
13 +1 +1 + 1 -1 75,06
14 —1 +1 + 1 +1 58,08
15 +1 —1 +1 +1 0,95
16 +1 + 1 -1 +1 56,53
17 —2 0 0 0 9,33
18 +2 0 0 0 17,27
19 0 —2 0 0 0,34
20 0 +2 0 0 71,10
21 0 0 —2 0 14,00
22 0 0 +2 0 15,73
23 0 0 0 —2 31,29
24 0 0 0 +2 10,06
25 0 0 0 0 15,77
26 0 0 0 0 16,35
27 0 0 0 0 15,62
28 0 0 0 0 17,06
29 0 0 0 0 16,26
30 0 0 0 0 16,26
31 0 0 0 0 16,26

одномерное сечение поверхности от­
клика представляет собой монотон­
ную функцию изменяющегося фак­
тора и, следовательно, такая поверх­
ность не имеет экстремумов внутри 
области изменения переменных.

2. Изучение функции отклика на 
границе факторного пространства. 
В целях проведения достоверного 
прогноза процесса по его математи­
ческой модели необходимо иметь ин­
формацию о поведении отклика при 
стремлении фактора к границе экс­
периментальной области. Известно, 
что при уменьшении концентраций 
металла (xt), кислоты (х2), экстра­
гента (х3) до весьма низких преде­
лов и увеличении соотношения объе­
мов фаз (xi) происходит асимптоти­
ческое уменьшение извлечения ме­
талла до минимального значения. 
Это означает существование гипер­
плоскости y=ymin, к которой асимп­
тотически стремится поверхность 
отклика при приближении факторов 
xt, х2, Хз к их минимальным, а ж4 к 
максимальному значениям.

Поведение экстракционной си­
стемы при увеличении концентрации 
металла, кислоты, экстрагента и 
уменьшении соотношения фаз априо­
ри не известно; может иметь место 
как интенсивное извлечение металла 
без достижения максимально воз­
можного значения, так и процесс 
насыщения, характеризующийся 
асимптотическим стремлением изв­
лечения к его предельному значе­
нию.

Первое возможное поведение 
функции отклика может быть опи­
сано суммой минус первых членов 
ряда Лорана для всех факторов

4
У (X Х2, Х3, Xi) =z/mln+ У, ---- (1)

Xt-^i
1=1

Ввиду неадекватности модели (1), по-видимому, для изучаемой экст­
ракционной системы имеет место процесс насыщения. Это определяет ги­
перплоскость z/=i/max, к которой асимптотически стремится поверхность 
отклика при приближении факторов ад, х2, ад к максимальным, а ад к ми­
нимальному значениям.
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3. Ранжирование независимых переменных по степени их значимо­
сти. С помощью серии экспериментов, поставленных по ортогональным 
планам в небольших экспериментальных областях, был выделен наиболее 
значимый фактор х2 (концентрация кислоты).

4. Математическое описание однофакторпых зависимостей отклика по 
наиболее значимым факторам. Выбор аналитического вида функции для 
описания отклика, как функции многих переменных, разумно начать с 
математического описания его одномерных сечений по наиболее значимо­
му фактору (ж2). На основании информации о поверхности отклика 
(и. п. 1, 2) ясно, что ее одномерное сечение по х2 есть монотонно возра­
стающая функция, асимптотически стремящаяся к различным констан­
там при стремлении х2 к границам интервала варьирования. Исходя из 
непрерывной зависимости фактора извлечения металла от концентрации 
кислоты, можно сделать вывод, что в некоторой внутренней окрестности 
изменения фактора х2 изучаемое сечение функции отклика имеет точку 
перегиба. Такой сигмоидный вид зависимости может быть описан, напри­
мер, функцией гиперболического тангенса:

у(х2) =0o+Oith (ваЖа+Оз) , (2)

где 0,(j=O, 1, 2, 3) — неизвестные параметры, оценки которых находятся 
методом наименьших квадратов (м. н. к. оценки). Эта же аналитическая 
функция является решением дифференциального уравнения, составленно­
го из условий равенства нуля производной функции отклика по направ­
лению х2 при достижении фактором извлечения минимального и макси­
мального значений:

dy/dx2=K(y—ymi„) (у—упж'}.

Применение этой рабочей гипотезы без учета влияния остальных факто­
ров уже привело к уменьшению оценки остаточной дисперсии более чем 
в 3 раза по сравнению с ее оценкой для множественной полиномиальной 
регрессии 2-го порядка.

Аналитический вид модели (2) может быть сохранен (п. 1, 2) и для 
описания одномерных сечений отклика по другим факторам

y(^)=eoi+e1ith(02i2:i+03i), i=l, 2, 3, 4. (3)

5. Построение многомерной модели отклика. Объединение однофак­
торных моделей единой функцией можно получить, если взять в качестве 
аргумента тангенса линейную формулу от независимых переменных:

4

у {xt, х2, х3, ж4) =0ОА0! th (£ 0;+1ГС;+06^ . (4)

1=>1

Тогда при фиксации любых 3 переменных обобщенная модель (4) дает 
соответствующую однофакторную модель 4-го независимого переменного. 
Функция (4) описала экспериментальные данные с небольшой неадек­
ватностью (F-отношение равно 8).

6. Расширение аналитического класса функций для улучшения адек­
ватности модели. С целью достижения адекватности описания отклика 
математической моделью аналитический класс функций (4) можно вклю­
чить в более широкий класс введением под аргумент тангенса линейной 
формы от неизвестных степеней факторов:

4

y^Xi, х2, х3, Xi) =0о+0! th ^0.+1Ж“’+06 j . (5)

t=l

После нахождения м. н. к. оценок неизвестных параметров О,, i=l, 2,
3, 4 модель (5) адекватно описала экспериментальные данные с f-отно­
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шением меньше 3. Она имеет вид: 

z/=37,3+34,9th(0,013^110+10,4^2I's+0,61^31'8—0,13ж4’*—9,94), 

где Xi=Xi ■ 10“1; Хг.=х2-10-*; x3=xs ■ 10‘Й Хь=х,,.
Функция (5) характеризуется тремя замечательными множествами:

4

а) множество точек перегиба, описываемое уравнением У, 0;+1жг‘+е6=о,
г= 1

в которых y=Gt>;
б) множество точек максимального извлечения y=0o+0f, задаваемое 
уравнением ESi+A^+Se^const; в) множество точек минимального извле­
чения J/=0o—01, характеризуемое уравнением 2(%.|.z%+0c=C —const.

Предложенная математическая модель вида (5) позволила адекватно 
описать процесс извлечения циркония и гафния и другими алифатически­
ми спиртами (гептиловый, каприловый) в широких экспериментальных 
областях. Как указывалось ранее, полиномиальные регрессии для этих 
спиртов были неадекватны. Новая же модель адекватно описывает, на­
пример, процесс экстракции циркония и гафния в системе с гептиловым 
спиртом в таких широких пределах независимых переменных, как 
1^5)1^14; 8=£Ж2^12; 1^Ж45С4. Фактор извлечения изменялся
в интервале 1,5-—89%. Было исследовано применение модели (5) и на 
других экстракционных системах: экстракция скандия из роданидных 
растворов, экстракция соляной кислоты бензолом и др. Во всех случаях 
уравнение (5) давало описание, адекватное экспериментальным данным.

Для описания экстракции циркония трибутилфосфатом из азотнокис­
лых растворов оказалась пригодной более простая модель (4) и расши­
рение аналитического класса модели неэффективно. В этом случае неза­
висимые переменные также варьировались в широких пределах: 
Ю^^СЗО; 4^х2^9; 2О^Ж3=£6О; 0,5^х4^1,5; при этом фактор извлече­
ния изменялся от 30 до 85%. Здесь следует учитывать, что цирконий 
экстрагируется ТБФ по сольватному механизму (2, 3), описываемому бо­
лее простыми зависимостями. Модель (4) адекватно описала также экст­
ракцию скандия и железа из солянокислых растворов трибутилфосфатом. 
В связи с этим возникает возможность применения моделей (4), (5), в 
целях дискриминации гипотез о механизме процесса — по виду модели 
формулирование гипотезы о механизме процесса: гидратно-сольватном 
или сольватном.
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