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ГРУПП ЛИ В ПРОСТРАНСТВЕ С ИНДЕФИНИТНОЙ МЕТРИКОЙ

(Представлено академиком С. М. Никольским 15 I 1974)

Рассматриваются унитарные в индефинитном смысле представления 
в пространствах Понтрягина П.., нильпотентной группы G (теория таких 
пространств изложена в (*)). Для этих представлений по имеет места 
теорема о полной приводимости, поэтому представляет интерес указать 
«простейшие» унитарные в П,-метрике представления группы G. Из (2) 
следует, что для изучаемых представлений в П„ существует неположи­
тельное га-мерное инвариантное подпространство Н„. Если //„ не содержит 
изотропного подпространства, то, обозначая ортогональное дополнение к 
Нп через Q, имеем Пп=Н„®<2, где Q гильбертово, инвариантное.

В случае, если Нт содержит изотропное подпространство, то
п — т

пп= (Нт+Нт') ® U)
г— 1

где Нт — максимальное инвариантное изотропное подпространство, Нт' — 
соответствующее кососвязное, 1 = 1,..., п—т,— одномерные отрицатель­
ные подпространства, так что

п—т п— т
Нт±=Нт © V L, ® Н=Йт © II. п и © у Li,

7=1 <=t

Hm инвариантно относительно представления Те и

Tgx=Sgx, х^Йт, (2)

Tey=Agy+Vey, уе=Ц,

Ag — ограниченный оператор из II в И,, Vg унитарно в обычном смысле 
в И, Sg — произвольное конечномерное представление.

Представление в Н„®Я вида (2) назовем «зацеплением» представле­
ний Sg и Vg.

Все неприводимые унитарные представления Vg нильпотентной груп­
пы G описаны в (3), причем конечномерные неприводимые представле­
ния задаются одномерным характером a(g).

Лемма 1. «Зацепление» вида (2), где Vg— бесконечномерное непри­
водимое представление рассматриваемой группы, всегда разложимо, т. е.

/I ■ /'/.. I/ 41 А/'. ТЙПт^Пт, TgH’eH'.

Sg в подходящем базисе (см. (4)) приводится к виду 
О

^2 (g) • • •

Представление

/А (g)
°

■■ S
, A, (g) =

А Лё) ' оО
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II„=Пи1®..,®II— соответствующее разложение в указанном базисе, 
ccv(g), v=l,к,— попарно различные характеры группы G. В случае 
одномерного представления Vg = a(g), не совпадающего ни с каким aT(g), 
«зацепление» Sg и Vg разложимо.

Пусть G — множество унитарных неприводимых представлений груп­
пы G с топологией Фелла (см. (5)) и сужение Vg в (2) описывается в виде 
прямого интервала неприводимых представлений.

Теорема 1. Пусть Sg совпадает с блоком вида Av(g) и представление 
Vg таково, что замыкание в G его неприводимых компонент {V/} не со­
держит №v(g).

Тогда «зацепление» Sg и Vg разложимо в прямую сумму.
Лемма 2. Пусть Sg и Vg, входящие в соотношение (2),— представле­

ния в Йт и Н общего вида, тогда 2/m-L=Q1®.. .®Qk, где Qi — инвариантные 
подпространства представления Тг, в каждом из которых метрика вырож­
дена, причем Hm^Qi, 1=1,... ,k.

Лемма 3. Разложению представления Те в Н„Д~, указанному в лем­
ме 2, соответствует такое разложение П„ на инвариантные подпростран­
ства

что
ПП=ПП1®.. .®П„Л Щ+ ... -vnh=n,

i 1,... ,k.

Определение. 1. Пусть Tg — представление группы G в П„, для ко­
торого каждый характер av(g) (диагопальный элемент блока 21v(g)) 
имеет окрестность Ф' в G, не содержащую компонент {У/} представле­
ния Vg в Н.

Имеет место
Теорема 2. Унитарное представление Tg нильпотентной группы 

Ли G в Пп разлагается в прямую ортогональную сумму унитарного в 
гильбертовой метрике представления и конечномерного представления в 
пространстве типа Пп с неположительной метрикой.

Замечание. В случае, когда характеры av(g), v=l,...,k, не уни­
тарны, теоремы 1 и 2 верны без ограничений на представление Vg.

Лемма 4. Пусть диагональные характеры матрицы Sg унитарного не­
разложимого представления Те в П„ совпадают между собой и со всеми У/ 
разложения У«={У/} в Н (см. (2)); тогда пространство представления Пп 
конечномерно.

Определение 2. Обозначим через Tg, г=1,..., I, такое представле­
ние в П„4 (rat+ ... +пл^п), что соответствующие Sg имеют вид блока A{(g) 
и Vg = (Vg^} (см. (2), (3)) в пространстве Н таковы, что существуют 
Увходящие в любую окрестность в топологии Фелла характера a,(g).

Тогда справедлива
Теорема 3. Произвольное унитарное представление нильпотентной 

группы G в пространстве Пп представимо как прямая ортогональная сумма 
конечномерных унитарных в индефинитной метрике представлений, 
а также унитарных (в обычном смысле) и бесконечномерных представле­
ний Tg, i=l,..., I, l^k, входящих в определение 2.
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