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1. Пусть L — сложный кусочно-гладкий контур (в, 7), расположенный 
в конечный части плоскости z. Через А обозначим конечное множество то­
чек контура L, содержащее все нерегулярные точки. Допустим, что мно­
жество А\А состоит из конечного числа непересекающихся связных ком­
понент Llf , L-, («кривых» контура L), каждая из которых есть гладкая 
кривая, гомеоморфная интервалу (0, 1) числовой оси. Пусть на каждой 
кривой L] контура L задана //-непрерывная матрица-функция G;(l) поряд­
ка п, не вырождающаяся ни в одной точке. Предположим, что G,(t) 
//-непрерывно продолжима на начальную и концевую точки кривой L,, 
а получающиеся при этом предельные значения являются невырожден­
ными матрицами. Определенную таким образом на £\А матрицу-функцию 
обозначим через G(t). Аналогично зададим на L\A //-непрерывную век­
тор-функцию g(t) (re-мерный вектор-столбец).

Рассмотрим следующую краевую задачу: найти все векторы-столбцы 
Ф (z), голоморфные вне L, исчезающие на бесконечности, //-непрерывно 
продолжимые слева и справа на А\А, где должно выполняться краевое 
условие

®+(£)=G(£)Q-(l)+g(l), ie£\A. (1)

Вблизи точек множества А искомые векторы должны быть почти ограни­
ченными ('). Ограничимся случаем, когда G(t) есть матрица «подстано­
вочного типа». Это означает, что для каждого j матрица-сужение Gj(i) 
имеет при t^Lj ровно п ненулевых элементов, а все прочие ее элементы 
равны нулю тождественно. Частные случаи задачи (1) с матрицами ука­
занного типа были рассмотрены ранее Г. П. Черепановым (2) и В. Е. Круг­
ловым (3).

2. Лемма. Краевую задачу (1) с матрицей подстановочного типа 
можно заменить равносильной ей задачей такого же типа, на том же кон­
туре так, что дополнение до всей плоскости множества тех кривых конту­
ра L, на которых матрица новой задачи не диагоналъна, будет связным.

Будем считать, что утверждение леммы справедливо уже для за­
дачи (1). Пусть кривые контура L перенумерованы так, что на кривых 
Li,..., LK матрица G(t) не диагоиальна, а на остальных кривых LK+i,. . . 
. . . , Ln диагоиальна. Обозначим через Z замкнутую комплексную пло­
скость, разрезанную линиями L,,... , LK. Левый и правый берега разре­
за Lj обозначим символами L;+ и Ly и будем считать, что они принадлежат 
множеству Z. Таким образом, Z — конечная связная поверхность рода нуль 
с краем.

Каждой кривой L, с заданной на ней матрицей Gj(Z) сопоставим подста- 
/1 2 ... п \

новку Tj= I . . ) В этой подстановке число jh определяется как
'Ji h ■ ■ ■ In'

номер того столбца матрицы Gj(t), на пересечении которого с /с-ой строкой 
стоит ненулевой элемент Gk.-K (Ц=/=0.
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Возьмем теперь п экземпляров (листов) ,Z. 2Z,. . . , „Z поверхности Z 
и будем считать, что они расположены над плоскостью z в порядке возра­
стания номеров. Склеим листы AZ вдоль разрезов hL± по закону подстано­
вок Tj. В результате склеивания получим замкнутую и-листпую развет­
вленную поверхность наложения плоскости z, причем подстановки 7\, . . . 
. .. , th являются образующими группы монодромпи этой поверхности, 
а точки ветвления лежат над точками множества А. Снабжая построенную 
поверхность естественной конформной структурой [5], получим замкнутую 
ориентируемую риманову поверхность Э?.

3. Сведем теперь задачу (1) к краевой задаче Римана для одной неиз­
вестной функции на рпмановой поверхности 9?. Множество точек поверх­
ности Я, лежащих над L, образует сложный кусочно-гладкий контур Г<=9Г 
Ориентируем Г так, чтобы отображение проектирования на плоскости z 
индуцировало на L положительную ориентацию. Точки ре9?\Г можно за­
давать в виде пар (z. к), где z — комплексная координата, а к — номер 
листа.

Введем на 3?\Г неизвестную функцию F(p)=F(z, к), полагая

Ф4(г), fc=l,
F(z,k) = ........................... (2)

Ф„(г), к=п,

где Фл(г) — компоненты неизвестного вектора Ф (z) задачи (1). По матри­
це G}(t) и вектору задачи (1) определим следующие функции на Гд

Л-= 1;
Hj (t. к) =

Л = 1;

G,4n (t)- к = п;
hj (t. к) =

gn (t): к = п;
(3)

£i (О-

/- Л : / - I. . . . , .V.

Тем самым на контуре Г определены функции Я(т) и Л(т).
С помощью введенных обозначений краевое условие (1) переписывается 

в виде
F+(t)=#(t)-F~(t)+/i(t), теГ, r>~'|(F), (4)

где D — дивизор порядка (—и), составленный из бесконечно удаленных то­
чек поверхности 3?, взятых с кратностью ( — 1). Задача (1) сведена, таким 
образом, к равносильной ей краевой задаче Римана (4) на рпмановой по­
верхности 9f.

4. Перейдем к изучению картины разрешимости задачи (1). Поверх­
ность 9? является связной или нет, смотря по тому, действует группа мопо- 
дромии транзитивно пли нет. Ограничиваясь здесь только первым случаем, 
мы для нахождения картины разрешимости должны вычислить числа 
р и х, где р — род поверхности 9J, а х — индекс коэффициента //(т) зада­
чи (4). Для вычисления р применим формулу Римана — Гурвица (4). Все 
точки ветвления поверхности 9J лежат над Л. Пусть £уеД. Через 6(F, L.) 
обозначим коэффициент инцидентности точки F и кривой L -

если Lj начинается в F, 
если L:, оканчивается в Л, 
в остальных случаях.

О б р а з у е м п о д с т а н о в к у

T(t

(5)

(6)

В это произведение не входят множители, для которых 6(F, Lj) =0, а ос­
тальные множители расположены слева направо в таком порядке, в каком 
кривые Lj встречаются при обходе вокруг t, против часовой стрелки.
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Подстановку (6) представим в виде произведения попарно независимых 
циклов. Число циклов — это число точек поверхности 9J, лежащих над tv, 
а порядки циклов — это порядки ветвления соответствующих точек. 
Таким образом, по формуле Римана—Гурвица имеем

р=‘/2^2 (agv—l)+n—1. (7)

ил

На каждой кривой L, контура L зафиксируем произвольно ветви аргу­
ментов arg GkjK(t) всех элементов матрицы Gj(t). Для каждого iv<=A обра­
зуем произведение матриц

= (GAtv)}^, (8)
i

используя обозначения (5) и (6). Матрица Gft-.) подстановочного типа. 
Она распадается на блоки 7?g(+), соответствующие разложению подстанов­
ки (6) на циклы. Индекс к коэффициента задачи (4) вычисляется по фор­
муле (5,6)

х= ^~arg(±detK^(+,)) Т|, (9)

P-,v

где [...] означает целую часть; знак перед определителем de(J?tl(iv) выби­
рается так, чтобы в результате получилось произведение элементов опре­
делителя.

Обозначим через I число решений однородной задачи (1), а через I' — 
число решений сопряженной задачи:

d1P-(i)=d4'- + («)t^L\A, (10)

где (z) — неизвестный кусочно-мероморфный вектор-дифференциал 
(строка), допускающий простой полюс на бесконечности и имеющий интег­
рируемые особенности вблизи точек множества Л. Используя теорию (6, ’) 
задачи (4), получим следующие результаты.

Теорема. При указанных выше ограничениях индекс задачи (1) вы­
числяется по формуле

1—Г=х.—п—р+1. (11)

Если х—п<0, то 1=0, Г=п+р—х—1. Если х—/г>2р—2, то 1=у.~п—р+1, 
Г=0. В «особом случае» имеет место точная оценка.

тах{0, х—п—с» +1} [ (х—ге)/2] + 1.

Для разрешимости неоднородной задачи (1) необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись условия

J d^+(i)-g(i)=O,

L

где dxV (z) — любое решение задачи (10).
5. Каноническая матрица (*) задачи (1) может быть построена за счет 

аналитического аппарата (6,7), дающего решение задачи (4). Пусть 
/(z, w) =0 — алгебраическое уравнение римановой поверхности 9?. Общее 
решение однородной задачи (4) строится явно и может быть представлено 
в виде

F(z, w) =<p(z, w)-X(z, w), (12)

где X (z, w) удовлетворяет краевому условию однородной задачи (4) и ог­
раничена на бесконечности, а ср (z, w) — произвольная рациональная от 
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(z, w) функция, кратная специально построенному дивизору порядка 
(и—х).

Пусть К — линейное пространство всех рациональных от (z, w) функ­
ций, которые при конечных z кратны девизору Q~', а на бесконечности 
допускают полиномиальный рост. Через

q>i(z, w), <p2(z, w), . .., cp„(z, w) (13)

обозначим нормальный базис (4) пространства К. Функции базиса линейно 
независимы над кольцом многочленов от z, и любая функция <p(z, w)^K 
является их линейной комбинацией с полиномиальными коэффициентами. 
Кроме того, <рц(г, zp)=O(z~’y) при z—где хц — целые числа, удовлетво­
ряющие условию Xi>x2> . . . 3*х„, причем их нельзя уменьшить.

Заменяя в (12) функцию <p(z, zz?) линейной комбинацией функций ба­
зиса (13), получим

(14)

где Pm(z) — произвольный многочлен степени т, если т^О, и Р,„ (зЫО, 
если т<0.

Выделяя однозначные на листах ,Z ветви решения (14) и учитывая 
обозначение (2), получим общее решение однородной задачи (1). Отсюда 
следует явная формула для канонической матрицы задачи (1), причем вве­
денные выше числа х;, являются частными индексами. Зная явный вид 
канонической матрицы, легко построить общие решения неоднородной за­
дачи (1) и союзной задачи (10).
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