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(Представлено академиком А. И. Колмогоровым 27 XI 1973)

1. В этой заметке устанавливается связь между теорией бесконечных 
прямых произведений гильбертовых пространств и теорией меры на произ­
ведении бесконечных семейств измеримых пространств. В частности, по­
лучена классификация бесконечных продакт-мер в терминах некоторых 
неполных компонент бесконечного тензорного произведения гильбертовых 
пространств. Утверждение о возможности применения теории бесконечных 
продакт-мер было сформулировано Дж. фон Нейманом в (*), стр. 326. 
Оказывается, что естественным пространством для этой проблемы явля­
ется комплексное гильбертово пространство, порожденное «квадратными 
корнями» из вещественных ограниченных мер на заданном измеримом, 
пространстве.

2. Пусть (Й, S3) — измеримое пространство. Обозначим через S3JR (Й, S3) 
вещественное банахово пространство ограниченных вещественных счетно­
аддитивных мерна (Й, S3). Если х, y^fllR(й, 8), то будем писать х=Еу; 
если х ортогонально у (см. (’)), положим |х|=ж++ж_, где х—х+—х~ — 
жорданово разложение х, и запишем х~<у, если х абсолютно непрерывна 
относительно у. «Жорданово разбиение Й» есть измеримое разбиение 
{£+, Е~}, й такое, что х+ (Е+) =х+ (Й), х~ (Е ) =а;_ (й),

Обозначим через 2ЛК+(Й, S3) конус положительных мер в S3).
Если тп, «е2Л+а(й, S3), то существует единственная положительная мера, 
определяемая выражением 

где q — произвольная мера такая, что m<q, n<q. Выписанный выше ин­
теграл не зависит от выбора q; поэтому определяемую им меру можно, 
обозначить ijmn.

Пусть <3(г(й, S3) — комплексное векторное пространство, порожденное 
символами [х], же£йк(Й, 8), со следующими отношениями между образую­
щими:

[г1]. [z+x'j- [я] — [а/]=0, если х-Ех'\ 
[г2]. УВт[ж1=О, i2=—1;
[гЗ]. [zn] + [i?,]-~[т+п+2]/ттг] =0, т, (й, S3);
[г4]. [т] — [«] — [%+• {т+п—2\тп) ] + [%_• (т+п—2}‘тп) ]=0,

где т, (й, S3), а %+, %_ — характеристические функции жордапова
разбиения Й, соответствующего мере т—п.

Обозначим через Е свободное комплексное векторное пространство, по­
рожденное элементами [ж], и через Ео — его подпространство, порожденное 
выражениями [rl],..., [г4].

Лемма 1. Каждый элемент е^Е определяет единственным образом две 
меры х, г/е2Вк(й, S3) такие, что esE[z+] —[z_]+i([z/+] —[р-]) (mod Йо).
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Определим полуторалинейную форму р, продолжающую на ЕХ.Е равен- 
«СТВО

P([z], [у])=р(я+, У+)~ ф(^+, i/-)+ip(x- г/+)+р(ж- у-), (1)
где х, уеШ?ц(й, 8), а р(т, п) обозначает интеграл Хеллингера от т, п<^ 
еВДп+(Й, 8), определенный равенством р(т, п) =Утп(&).

Теорема 1. Полуторалинейная форма 0 индуцирует скалярное произ­
ведение в пространстве <?(?(й, 8)=£,/£,0. Это скалярное произведение опре­
деляет на Ж(Й, 8) структуру комплексного гильбертова пространства.

Доказательство этой теоремы основывается на том факте, что 
£»={се£: р (с, с) =0} и использует следующее утверждение.

Л е м м а 2. Для каждого е>0 определим в (й, 8) X9JlR (й, 8) подмно­
жество 7(e) = {(х, у): ||х||+||у||-2[р(х+, ^+)+р(х~, у")]Се}.

Тогда множества V (е) представляют собой окрестности диагонали в базе 
равномерной структуры, которая изоморфна равномерной структуре, инду­
цированной нормой, на каждом ограниченном по норме подмножестве 
в ®„(Й, 8).

Пусть л: Е/Е-. Е0=Ж(Д2, 8) — каноническая проекция. Определим 
отображение

х: хеЗИк(й,8)->л[а:]е^(й,8). (2)

Т е о р е м а 2. Отображение х есть гомеоморфизм W (й, 8) на его образ, 
обладающий следующими свойствами:

[И]. х(а:) =х(г+) +гх(х~), i2=—1;
[i2]. x(g-z)=fl-x(x), geR;

[i3j. ||x(x) в; = ||ж||жк(я,5В);

[14] , х (тл) +х (п) =х (тп+га+2Утип), лг, ие2Лк+(й, 8);
[15] . x(m)—x(re)=x[x+- (m+n—21/mn) ]—x[x~- (m+n—21/mn) ],

■где m, п^Ш?к+(й, 8), a x+, —характеристические функции жорданова
разбиения, соответствующего мере m—п.

Перечисленные выше свойства оправдывают интерпретацию элемента 
х(я?) как «квадратного корня» из меры же2Як(Й, 8). По этой причине мы 
будем часто использовать в дальнейшем обозначение х(ж)=Уж. Произ­
вольный вектор в 3^(Й, 8) имеет форму

h = (V х^- VaFj+i (У]Д- Ур) .

Следовательно, на ^(й, 8) можно определить каноническую инволюцию 
J(h) = !х+—Ух~—i(l/y+—Уу~) и подпространство неподвижных элементов 
для J есть вещественное пространство, порожденное конусом 
х {3Rr+ (Й, 8)}. Обозначим это пространство через Ж (й, 8).

Теорема 3. Существует гомеоморфизм а:8?к(й, 8)-*Ж(й, 8), ко­
торый обладает свойствами [13], [14], [15], указанными в теореме 2, и, 
кроме того,

[И']. а(ж) =а(ж+) — а(х~);
[i2']. а(£ж)=У£-а(а:), ^2?+.
Эти свойства характеризуют пространство Ж(й, 8) с точностью до 

унитарного изоморфизма.
Поскольку <$(Q, 8)=Ж(Й, 8)®гЖ(й, 8), то пространство Ж(й, 8) 

также характеризуется этими свойствами с точностью до унитарного изо­
морфизма. Можно доказать, что пространство Ж (й, 8) изоморфно индук­
тивному пределу семейства £^2(й, 8, ж) при жеЗЛц(Й, 8). Эти свойства 
характеризуют пространство Жг (Й, 8) с точностью до унитарного изо­
морфизма.

Поскольку 3^(й, 8)=Ж(Й, 8)®г<Ж(й, 8), то пространство <24? (й, 8) 
также характеризуется этими свойствами с точностью до унитарного изо-
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морфизма. Можно доказать, что пространство S3) изоморфно индук­
тивному пределу семейства {Z^2 (й, 8, х)} при (Й, S3).

3. Пусть (й„ S3,) ,е1 — семейство измеримых пространств. 
Определение 1. Две продакт-меры П хч П У< называются а с и м п- tel iel

тотически эквивалентными, если существует конечное подмно­
жество F<=TI такое, что две продакт-меры П /г,, П У' не ортогональны.

tel—F ieZ—F

Лемма 3. Отношение асимптотической эквивалентности есть отно­
шение эквивалентности на множестве продакт-мер.

Таким образом, множество всех продакт-мер расщепляется на классы 
асимптотической эквивалентности. Для каждого такого класса ® опреде­
лим замкнутое подпространство Ж (®) пространства Ж-(П П^)>по- 

ieZ ieZ

рождаемое образами продакт-мер на классе эквивалентности @ отобра­
жением а, определенным в теореме 3). Образуем бесконечное прямое 
произведение ®<Ж(Й„ S3,). Пусть а, для каждого Iе/ есть отображение, ISZ
определенное в теореме 3, и пусть (а,(а;,)),<=г — С0-семейство (см. (‘), 
определение 3.31).

Определение 2. Будем говорить, что С0-семейство (а,(ж,)),еГ 
существенно положительно, если существует конечное множест­
во F^l такое, что ж, положителен для всех \^I—F. Класс эквивалентности 
@ Со-семейств (в смысле (*)) будем называть существенно поло­
жи т е л ь н ы м, если он содержит единствеппо положительное С0-се- 
мейство.

Теорема 4. Существует взаимно однозначное соответствие между 
существенно положительными классами эквивалентности Со-семейств и 
классами асимптотически эквивалентности продакт-мер на

Если @+ — класс продакт-мер, соответствующий @+, то существует уни­
тарный изоморфизм U&+ между неполным тензорным произведением 
в» ____

®<Ж(Й„ S3,) и пространством Ж>(&+), характеризуемым свойством 
IS/
Пв*( (а,(а\))) =а(П ж,) для каждого существенно положительного С0-се- 

ieZ
мейства (а, (ж,)) в @+.

Доказательство этой теоремы использует теорему Какутани (2), 
некоторые результаты из (*) и следующее утверждение.

Л е м м а 4. Пусть (а,(ж,)),е1 — Co-семейство в ®<Ж-(Й„ S3,).
ieZ

Тогда (а,(ж,)),еГ эквивалентно существенно положительному Са-семей- 
ству в том и только в том случае, если (ol,(x,,+))^i есть С0-семейство. 
В этом случае (й) <°°.

ieZ

В случае, когда (тщ),е1 — семейство положительных мер, из теоремы 4 
вытекает отождествление: ®ym,=yj]mt.

ieZ ieZ

Таким образом, в случае положительных продакт-мер отношение эк­
вивалентности, введенное фон Нейманом в (’), и асимптотическая экви­
валентность индуцируют одну и ту же классификацию. Из леммы 3 
следует, что если множество I бесконечно, то существует континуум 
классов эквивалентности Со-семейств, которые не содержат ни одного 
существенно положительного Со-семейства (они даже не содержат ни од­
ного Со-семейства, слабо эквивалентного (в смысле определения (6.1.1) 
из (’)) такому Со-семейству).
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Обозначим через подпространство пространства ®<Ж-($Л, 8,), порож- iel
денное всеми неполными тензорными произведениями, соответствующи- 
ми классам эквивалентности ®, не содержащими ни одного существенно 
положительного Со-семейства. Обозначим через X4- подпространство про­
странства Ж(П Qt; II S3,), порожденное образами мер, ортогональных ко iel iel
всем продакт-мерам.

Теорема 5. Существует точная последовательность

® Ж(Й.Л)-^Ж(1№ П^)-^х->о,
iel iel

где J и Р означают естественные вложение и проекцию соответственно, 
a U характеризуется тем, что его сужения на неполные тензорные произ­
ведения, соответствующие существенно положительным классам эквива­
лентности ®+, совпадают с отображениями U$+, определенными в тео­
реме 1.

Рассмотрим в заключение следующий пример.
Пусть Q, — счетное множество, при каждом t^Z (Z счетное) имеющее 

дискретную измеримую структуру. Тогда (QJ =Zr4 (QJ (пространство 
последовательностей вещественных чисел (xv)vej таких, что E|^v|<°°)» veN
а ЖГ(О,), как легко видеть, есть Zr2'(Q,) (пространство вещественных по­
следовательностей (щ.)гей, таких, что S |yv|2<°°). Каждая неполная ком- VE2,
поиента тензорного произведения ®Ж(£2,) изоморфна (вещественному) iel
пространству Фока (см. (3,4) и лемму (4.1.2) из (*)); при этом простран­
ство <Ж(П Ht) представляет собой факторизуемое тензорное произведение 

iel
в смысле Араки (см. (5)).
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