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ОБ ОДНОМ ФУНКЦИОНАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ ТЕОРИИ
МИНИМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Работа посвящена классической проблеме Плато о построении мини­
мальной поверхности, погруженной в трехмерное эвклидово пространство 
и имеющей заданную границу L, состоящую из т+1 простых замкнутых 
гладких кривых Lo, Lt, , Lm. Предположим, что существует по крайней 
мере одна квадрируемая (тга+1)-связная поверхность, границей которой 
является L. Тогда может быть поставлена

Проблема Р. Построить (т+1)-связную минимальную поверх­
ность, которая имеет контур L своей границей *.

* Подробные библиографические сведения о проблеме Плато и других свойствах 
минимальных поверхностей можно найти в (1_3).

Радиус-вектор x(z) искомой поверхности удовлетворяет условиям (3) 

x(z)=x,(a:, г/)ед, {дгх')2=дгх^гх.-=^, (1)

где индекс суммирования пробегает значения 1, 2, 3, — орты осей де­
картовых координат х,=х,(х, у), которые являются вещественными гар­
моническими функциями вещественных переменных х, у; z=x+iy, дг= 
='/2(дх-1ду).

Введем еще в рассмотрение изотропные орты e=1/2(ei—ге2), е= 
= 1/г (et+ie2).

Будем предполагать, что комплексная переменная z изменяется в не­
которой (т+1)-связной области D. Так как при конформных преобразо­
ваниях переменной z формула (1) сохраняет свой вид, то в качестве D 
можно взять любой представитель класса конформно эквивалентных 
(т+1)-связных областей. Будем считать, что граница Г области D состо­
ит из окружностей Го, Fi, ..., Гот, причем Го — единичная окружпость 

| z | = 1, Г1 — концентрическая окружность г 2 < | z | < 1, а Г2, ..., Гт — окруж­
ности, расположенные внутри кольца 0<r2<|z|<1. Пусть c—aj+ibj и г, 
обозначают соответственно центр и радиус окружности Г3, /=0, 1, ..., т; 
со=с1==О, Го=1. Значения параметров щ, к>1, вообще говоря,
нельзя заранее фиксировать.

Назовем комплекснозначную функцию а(0 гомоморфизмом Г, если 
она реализует непрерывное отображение Г на себя, причем если £<^Г3, то 
а(£)(=Г\ и а(Г3)=Г3. Множество таких функций обозначим через $(Г).

Пусть R(0 — вектор-функция точки t контура Г, реализующая топо­
логическое отображение ГНазовем R(i) нормальным уравнением 
контура L. Если а({)е$(Г), то вектор Ra(f)=R[a(i) ] будем рассматри­
вать также как уравнение L.

Пусть существует гомоморфизм а(£)^®(Г), для которого искомая 
вектор-функция x(z) выражается формулой

x(z)= f R[a(0 ^—dst (2)
J
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и удовлетворяет условию
(gzx) ~ GrlRM° dst)2 =°’ zeD; (з> 

здесь G(z, £)-функция Грина области D для задачи Дирихле (3). Разу­
меется, надо обеспечить также положительную определенность метриче­
ской квадратичной формы ds2=A dz dz, A=2dzxdzx>0.

Для исследования этой сугубо нелинейной задачи привлечем методы 
нелинейного функционального анализа. Заранее заметим, что в дальней­
шем все банаховы пространства и линейные в них операторы рассмат­
риваются над полем вещественных чисел. Через СА+,(Г) и СА+У(Г) будем 
обозначать соответственно банаховы пространства комплекснозначных 
и вещественных функций точки t контура Г, принадлежащих классу Cft+V, 
к целое, /с5=0, 0<v<l.

Пусть компоненты вектор-функции R(i) принадлежат классу 
Cs+2+v(r). Множество таких функций составляет банахово пространство, 
которое обозначим через СА+2+¥(Г). Пусть ГД+,(О) — банахово простран­
ство, ^элементами которого являются голоморфные в D функции класса 
CA+v(.O). Введем, наконец, еще декартово произведение Ек, У(Г) = 
=СА+2+ДГ)ХСА+1+ДГ), элементами которого являются пары e=(R, о), 
где ReCA+2+v(r), 0ECft+1+v(r). Норму элемента Ек, ,(Г) определим по- 
формуле ||е|| = ||R|| + ||o||.

Искомый гомоморфизм a (t) контура Г можно представить в виде 

a(i) =c(t)+r(t) exp {io(t)+ip(t) arg (i — t^T,

где c(£), r(i), p(t) — кусочно-постоянные функции: c{t)=Cj, r(t)=rj, 
P(t)~Ph если j=Q, причем po=O, a plt..., pm — произволь­
ные целые числа, о(/)еС\+1+г.(Г).

Левая часть равенства (3) представляет оператор Ф (е), зависящий 
от элементов e=(R, о) пространства Ек, ¥(Г). Используя известные свой­
ства интеграла типа Коши (4), можно доказать, что оператор Ф(е) реали­
зует отображение »(Г) -+Hh+V(D).

Сильная производная оператора Ф(е) в фиксированной точке е0= 
= (R0, Go) выражается в виде (5)

Ф'(е0)/=2 f Ro(ao)——— ds f {R(0 +
J oz on Jг г

+iRo'(ao) (a0—c(i))o(f))---- ■ ds, (4)>
dz dn

где a0—c(t) +r(t) exp {io0(t)+ip(t) arg (i—c(i))}, R0/(i)di=dR0(t).
Оператор Ф'(<з0)/ линеен относительно / и непрерывно зависит от о0. 

Так как R0/(i)^СА+1+,(Г), то из (4) следует, что ФДбо)/ реализует отоб­
ражение ,ДГ)->7/^(0). Нам необходимо изучить обратимость опера­
тора Ниже мы ограничимся рассмотрением случая односвязной
области (т=0). В этом случае искомый гомоморфизм представляется в 
форме а (0 =teia(,\

Пусть e0=(R0, 0), где Ro(£)=(o(i)e+co(i)e; здесь <o(z) — голоморфная 
в D функция класса Cft+2+v(£)), реализующая конформное отображение 
круга D: |z|<l на некоторую односвязную область D, уравнение R0(t) 
контура Г которой принадлежит СА+2+У(Г). Имеем: Aj= (2co/(z))_1Ф'(ё0)/= 
=dzw, где

u?(z) = f [a:(7)+itt»'(£)to(i) ]----- 1 — dst; (5)»
J dn 
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здесь x(i)=x1(i)+jz2(^)=eR(i). Так как по условию x(t), a'(t) и о(£)е 
еСЛ+1+у(Г), то гармоническая функция ir(z)eC/l+1+v(/9), Если учесть,, 
что co'(z)=/=0 в D то, очевидно Af^Hk+v(D). Изучим теперь вопрос су­
ществования обратного оператора Л-1.

Имеем: dz(w—ТА]) =0, где

Tg=-n~l Jj
D

(6)

Это означает, что функция <p(z) =w—ТА] голоморфна в D. Поэтому 
на Г выполняется условие (гл—7’H/)+=a:(i)+i<jj/(f)fo(i)— TAf=q+ (t), t<^V. 
Отсюда io(i) =(<р++7’_4/—x(t)) )_I и, следовательно, для <p имеем
краевую задачу Римана — Гильберта вида

Re[(i®'(i))’1<P+(01=Re[(a:G)-7’H7)(i(o/(0)’1], ^Г. (7)

Для последней краевой задачи индекс п=1 и согласно известной теоре­
ме (6) неоднородная задача (7) всегда разрешима, а соответствующая 
однородная задача имеет три линейно независимых решения. Поэтому 
о(<)=Ио+Л1 созй+Лгзтй+ооСО, t=el<>, где Л3-— произвольные вещест­
венные постоянные, а о0 линейно зависит от a:(i)=eR(i) и ТА].

Если подчиним искомую функцию о условиям

Г г
(8)

то будем иметь o0(i) =5П+51П/, где S и St —линейные операторы, реали­
зующие отображения

Cft+2+v (г)->сд°;+лг) (£)-> Cfc+l+v (Г)

л (0)
соответственно; здесь СА+1+,(Г) пространство, состоящее из элементов.

CA+1+V(Г), удовлетворяющих условиям (8). Обозначим через (Г)

декартово произведение

CA-|-2+V (Г)хс*? 1+Т(г).

Если R(i) =g(i)e+g(<)e+x3(i)e3, где g(i) выражает граничные зна­
чения гомоморфной в D функции, а х3(£) — вещественная^функцпя. Тогда 
из (7) и (8) легко следует, что А] вовсе не зависит от R. Это означает, 
что SR=0. В частности SRo=O, где R0(i) =<в(£)е+<оП)е^Л/(Г).

Таким образом, если /=(R, SR+Sj/j), где ReCA+2+v(r) и /ie/7a+v(D) , 
то имеем тождество h=Af. Следовательно, при Л=0 имеем элементы 
вида 7=(R, SR), которые составляют многообразие Ел\(Г) решений 
уравнения Л/=0. Оно является подпространством Е®,\(Г). Так как 
SRo=O, то, очевидно, e = (R0, 0)<=£{щ,(Г). Но всякий элемент e=(R, о)е 
e^/r°,v (Г) выражается в виде суммы: е — (R,SR) -Г (0, б — SR), где, оче­

видно, о — SR е Q+1+v (Г). Поэтому (Г) представляет прямую сумму 
£*°1(Г)  -j- E{k\ (Г), где (Г) состоит из элементов вида е= (0, б), б <= СЙ1+Ч (Г).

Таким образом, в любой фиксированной точке вида eo=(Ro, 0) выпол­
няются следующие условия: 1) Ф(ёо)=О; 2) оператор А]—
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= (2<i/(z)) ‘Ф^ёо)/ реализует отображение Е{°\ (Г) на все пространство 
Hk+v(D), причем существует обратный оператор А~‘, осуществляющий 
топологическое отображение Hk+V(D) (Г); 3) решения уравне­
ния Ф'(ёо)/=О составляют подпространство (Г) пространства Е^ (Г),

4) Е^ (Г)=Д(.°?(Г) + £г!(,“,(Г).

Любой элемент e=(R, о)^Е^\ (Г) представляется единственным об­
разом в виде е=ё+ё, где e = (R, SR)eM’t (Г), ё= (0, о—SR) (Г). 
Поэтому уравнение Ф (е) =0 записывается в форме Ф (ё+ё) =0; оно вы­
полняется при ё=ё0, ё=0.

Согласно известной теореме о неявных функциях в пространствах 
Банаха (5), справедлива

Теорема. Пусть уравнение R(f) простого замкнутого контура L 
принадлежит Cft+2+v(r). Пусть R„(7) =и(2)е+и(2)е, где о)(г)еЯ._24,(й) 
и реализует конформное отображение области D.

Тогда существуют два положительных числа е, т] и непрерывны опе­
ратор cT(£)=ip(R), ip(Ro)=O, реализующий топологическое отображение 
сферы Se: ||R—R„||Ce пространства Cft+2+v(F) в сферу ||о||^г] прост­

ранства Ch(",+V (Г) г причем a(t)=teia(t> — искомый гомоморфизм, и, следо­

вательно, формула (3) выражает минимальную поверхность, границей 
которой является кривая L.

Полученное решение задачи Плато, вообще говоря, может не удовлет­
ворять условию регулярности К=2дгх 5гх>0. Но это услвие можно обес­
печить, если в достаточной мере сузим сферы 2S и S. Пусть £2 (е) =Л. 
Очевидно, Q(e) — непрерывный положительный оператор пространства 

(Г). Если e=eo=(Ro, 0), то £2(ё0) = |ca'(z) |2>Яш>0, где Кш — поло­
жительная постоянная. В силу непрерывности оператора Q(e) для вся­
кой положительной постоянной ^<1 существуют положительные посто­
янные 6,^6 и такие, что выполняется неравенство ||Q(e) —£2(ё0) ||<
< (1—если R(t)eSei и o(I)

Поэтому £2(е)>й(ёо) —||Q(e)—й(ё0)||>Яш—(1—р)Яш=рЯш>0, если е= 
= (R, o)eSSlXS?1)> что и требовалось доказать.

Из формулы (3) вытекает, что радиус-вектор x(z) минимальной по­
верхности, имеющей границей контур^ L класса СА+2+У(Г), принадлежит 
классу СА+1+у(Я) в замкнутой области D.
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