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В работе (*) и книге (2) был определен класс G всюду определенных 
непрерывных функционалов, который образует модель теории бар-рекур- 
сивных функционалов Спектора. Там же указано, как провести доказатель­
ство этого утверждения в арифметике второго порядка с классической ло­
гикой и аксиомой зависимого выбора. Доказательство состоит в указании 
элементарного определения класса G в стандартной модели N2 арифметики 
второго порядка, которое задает интерпретацию BR в указанной теории 
арифметики.

Замечание. В определении классов Ga (в (*) и (2)) условие сохра­
нения эквивалентностей ~О( является лишним. Оно вытекает из первого 
условия — всюду определенности.

В работах (6, 7) были построены другие модели теории бар-рекурсив- 
ных функционалов, причем оказалось возможным провести доказательст­
ва в более интуиционистской теории арифметики второго порядка. В на­
стоящей работе указывается другой путь элементарной определимости G 
в У2, который позволяет доказать основное утверждение о модели G теми 
же средствами, что и Лукхардт (6). Отметим, что модель G является зна­
чительно более естественной, чем модель Скарпеллини (7), а модель Лук- 
хардта (6) страдает тем недостатком, что функционалы всех типов опреде­
ляются одновременно (единым обобщенным индуктивным определением).

Укажем теперь основные моменты новой интерпретации. В качестве 
языка рассматривается язык L монографии (8), с функциональными кон­
стантами для всех примитивно-рекурсивных функционалов <p(xi,..., хп, 
«!,..., aft). Здесь жгпеременные, пробегающие натуральные числа, а< — 
переменные, пробегающие одноместные числовые функции. Теория Р2 — 
это теория в языке L, определенная группами аксиом А, В, С (без аксиомы 
выбора *2,1) и D (для всех символов примитивно-рекурсивных функцио­
налов) книги (s). Теория Р2 получается из Р2 добавлением правила 
(hsBZ)00 (6) бар-индукции над непустыми специями последовательностей 
выбора, которое формулируется так. Пусть S (а) — формула языка L 
с единственной свободной переменной а; А (а, х), В (а, х) — формулы с 
единственными свободными переменными а и х. Пусть

(НО) Яа5(а) ■ 
(m)Va(Va:5(a;t))-^3z/A(a(z/), р);
(Н2) VaVx(Vy<xS(au) (а (х), х)УЖ*), х)); 
(ИЗ) VaVx(Vy<xS(ау) &А (а (х), х) +В (а (х), ж));
(Я4) VaV^(VJ/<^(aJ&vp(5(^)^(a(^)*p, ,r+l))->B(a(z), х)),

где ax=Xz/a(<;r, г/>), а с=КхО.

Тогда
(Я1),...,(Я4)
(В0)->В(о, 0)

— (hsB7)° -правило.

Теорема. T-Модели функционалов С и G элементарно определимы 
в стандартной модели Н2мрифметики второго порядка.

Указанное элементарное определение G задает интерпретацию теории 
BR бар-рекурсивных функционалов Спектора в теории Рг*.
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Основные идеи элементарной определимости С в N2:
I. Пусть X— полное /-пространство со счетным базисным подпростран­

ством Хо, v: — нумерация Х9, а ■&(х, у) — формула языка L такая,
что ME® (#, у) (ж) «Sv (у), где < — порядок на X, определенный топо­
логией (2). Тогда формулы

31(a)— vxfi(а(х), а(я+1));
S(a, р)-б(а, Р)&®(Р,а);
б(а, р) — 31(а)&81(р)&Уд:Эуй(а(2:), р(г/)),

элементарно определяют модель <Х, О в N2.
II. Пусть <Х, — полное /-пространство, <У, =S> — полное /0-прост-

ранство, <Z, <>=<С(X, У)^>; пусть v0: N^-Xo, v,: Х->У0 — такие нумера­
ции базисных подпространств X и У соответственно, что предикаты 
Ра(х, у) <=>Vo(x)^Vo(y), Pi (х, у) -^Vi^^Vtiy) примитивно-рекурсивны. 
Тогда существует такая нумерация v2: N~*Za, что предикат Р2(х, у) 
-<^v2(x')^v2(y) примитивно-рекурсивен и существует примитивно-рекур­
сивная двуместная функция g такая, что [v2(x) ] (v0(y)) =Vig(x, у) для 
всех х и у. В частности, отображение Ар: ZoXXo-^Yo является морфизмом 
Ар: (Zo, v2)X(X0, vo)->(yo, Vj). Причем предикат Р2 и функция g опреде­
ляются примитивно-рекурсивно по Р<> и Pt.

III. Пусть <Х, <>, <У, =С>, <Z, <>, Vo, v, как в п.Н. Так как примитив­
но-рекурсивные предикаты находятся в сигнатуре, то по I существуют 
элементарные определения {Six, 53х, бх}, {Sir, Sr, бу) и {8lz, Sz, 6Z} моде­
лей <Х, <>, <У, и <Z, соответственно, в N2. Пусть Ар: ZXX-+Y — 
естественное отображение Ap(f, x)=f(x). Тогда существует примитивно­
рекурсивный функционал А (примитивно-рекурсивно зависящий от пре­
дикатов Ро, Р^ такой, что если^Да), 2l_v(p), то Sly (Л (а, р)) и Л (а, р) со­
ответствует элементу Лр(/, х) пространства У, где а соответствует /, а р 
соответствует х. Множество {{Six, Sx, бх}, {Sly, Sy, бг}, {2lz, Sz, 6Z}, A} 
назовем элементарным определением модели <<Х, С>, <У, О, <С(Х, У)< 
<>,Лр>.

IV. Пусть <Х, — полное /o-пространство, v: 1V->XO — нумерация ба­
зисного подпространства X такая, что предикат Р(х, у) <=>v (ж) «Sv (у) при­
митивно-рекурсивен. Если {Six, Sx, ®х} — элементарное определение 
<Х, «S> в N2 в соответствии с I, a {{Six, Sx, бх}, {Six, Sx, бх}, {51с(х.х>, 
SC(x, х), @с(х, х)}, Л} — элементарное определение <<Х, О, <.Х,^>, 
<С(Х, X), «S), Ар) в соответствии с III, то существует примитивно-рекур­
сивный функционал М (примитивно-рекурсивно зависящий от Р) такой, 
что

Va(Slc(x, x)(a)->Slx(Af(a))&Sx(a, Л (a, Jf(a, M(a)))&.

&vp(?lx(p)&Sx(P, Л(а, р))-®х(/И(а), P))).

Другими словами, Л1(а) соответствует наименьшей неподвижной точке 
отображения, соответствующего а.

V. Пусть N рассматривается как дискретное пространство, <У, ®S> — 
полное /o-пространство v0=idK, vp N->-Yo — нумерация базисного подпрост­
ранства У такая, что предикат Р(х, у) <=>v1(rr)Cv1(y) примитивно-рекур­
сивен. Если {{SlN, Sw, 6N}, {Sly, Sy, бу}, {31С(л-, Г), S3c(N, r), 6C(w., у )}, 
есть элементарное определение <V, <У, О, <C(N, У), «S>, Ар) в соответ­
ствии с III, то существуют примитивно-рекурсивные функционалы ФоиФ, 
(примитивно-рекурсивно зависящие от Р) такие, что выполнены условия:

1) Va(Vx$ly(aJ-2lC(.v. у)(Фо(а)));
2) Va(3lc(X, у)(а)->Уд:Яу([Ф1(а) ]х));
3) va(v^r(ai)->VxSr(ax, [Ф„ Ф0(а)]х));
4) Va (Slcfx, у) (a) ~*'SC(w, У> (а, ФоФ1 (а))).
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Функционалы Фо и устанавливают «взаимно однозначное» соответ­
ствие между множеством всех отображений из N в а§(у(а) и множеством 
Cl3lc(N, г) (ос).

Пункты I—III позволяют определить последовательность формул 
{9Ц, So, бя}, Т, и последовательность примитивно-рекурсивных функцио­
налов {Ла}, такие, что {2t„, Эо, б0} элементарно определяет <СЯ, <>
в Nz, <з<=Т, а для о=(а0,..., ог._,|ст„) {{SU, 8Я0, бЯо},..., {9Ц„, Эап, б„„},
{21а, ®0, б0}, Ло} элементарно определяет <СО.„..., Са„, С„, Ара: С^Съ^С^ 
в N2. Так задается элементарное определение /.-модели функционалов С 
в N2. Очевидным образом задается теперь и элементарное определение 
A-модели G в N2. Пункты IV и V позволяют доказать, что последнее опре­
деление задает интерпретацию BR в Я2*.

Замечание. Использование примитивно-рекурсивных функциона­
лов делает по существу теорию Р2* (и даже Р2) теорией 3-го порядка. 
Именно это и позволяет не пользоваться аксиомой выбора.
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