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О ТЕНЗОРЕ ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
В СВЯЗИ С ОДНОЙ МОДЕЛЬЮ НАМАГНИЧИВАЮЩЕЙСЯ 

И ПОЛЯРИЗУЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ, ОБЛАДАЮЩЕЙ 
ВНУТРЕННИМ МОМЕНТОМ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ

(Представлено академиком Л. И. Седовым 5 V 1974)

К настоящему времени предложено несколько различных определений 
для тензора энергии-импульса электромагнитного поля в среде. Наиболее 
известны и распространены определения Минковского (*)  и Абрагама (2). 
Детальное рассмотрение следствий, связанных с выбором одного из этих 
определений, дано в (3). Обширная библиография с обсуждением различ­
ных точек зрения по этому вопросу содержится в (4,5).

6 jAdT+SW^O, (3)

Ниже мы указываем на простой тензор, который можно рассматривать 
как тензор энергии-импульса электромагнитного поля, отличный от тен­
зоров Минковского и Абрагама и характеризуемый тем, что плотность ко­
личества движения поля, определяемая этим тензором, такая же, как по 
Абрагаму, а плотность трехмерного пондеромоторного момента такая же, 
как по Минковскому (при добавочном предположении об отсутствии 
внутреннего момента количества движения у электромагнитного поля).

Пусть х\ i—1, 2, 3, 4,— переменные декартовой системы координат 
наблюдателя четырехмерного псевдоэвклидова пространства событий ин­
декса три. Рассмотрим в рамках специальной теории относительности 
сплошную среду с инвариантной плотностью р, единичным безразмерным 
вектором скорости индивидуальных точек среды с компонентами и' (от­
носительно системы наблюдателя), внутренним электромагнитным мо­
ментом, определяемым антисимметрическим тензором объемной плотно­
сти с компонентами уЧ Компоненты у4 всегда можно представить в виде

yij=p(it’n’—uJ3T’+eijftsuAwzs), щл'=0, и'т;=0; (1)

здесь eyfts — компоненты единичного антисимметрического по всем индек­
сам псевдотензора Леви —Чивита е1234=+1. Компоненты векторов л‘, 
определяются через компоненты уЧ:

рл‘=—М:ЦЪ', p7ni=1/2eimejU,ny’< (2)

Из уравнений (2) видно, что в собственной системе координат выпол­
няются равенства л4=т4=0, а компоненты та, л“, а=1, 2, 3, определяют 
отнесенные к единице массы трехмерный вектор намагниченности и век­
тор поляризации среды соответственно.

Электромагнитное поле в среде будем описывать антисимметрическим 
тензором с компонентами Ец~д,А;~где Щ — компоненты векторного 
потенциала электромагнитного поля, д^д/дх*.

Для вывода определения для тензора энергии-импульса для электро­
магнитного поля и среды — идеальной жидкости воспользуемся вариа­
ционным уравнением (6)
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в котором лагранжиан Л определен равенством
1

Л=———FijF'1+i/zFn\C1+Xm (р, iTOj, nO+Aspin+Xn’Ui+pmiU1. (4)
тол

Вид уравнения (3) и формулы (4) соответствует (принятым для про­
стоты) допущениям об отсутствии внешних массовых сил и о наличии 
только обратимых адиабатических процессов. В равенствах (3), (4) У4— 
произвольный четырехмерный объем пространства событий, dr — инвари­
антный элемент объема Р4; б — символ вариации при постоянных перемен­
ных системы координат, сопутствующей для среды. Функционал 6Ж 
в уравнении (3) определяется при вариациях определяющих параметров,, 
отличных от нуля на трехмерной поверхности S — границе объема К4;. 
Л, ц — множители Лагранжа; Л„>(р, т;, л‘) — задаваемая функция. Величи­
ну AspiI1 в равенстве (4) определим соотношением 

здесь v — постоянная (гиромагнитное отношение); у — четырехмерные 
матрицы Дирака; чр — четырехкомпонентное спинорное поле, заданное в 
декартовой системе координат х’, ф+— сопряженное спинорное поле (7_1С);. 
d/dr=cu'di — символ производной по собственному времени; с — скорость 
света в пустоте. По определению в (4) положим р7Щ='ф+ч<'ф, у4= 
=—‘/бе^'уД'Д’. Функция Aspln согласно первой теореме Нётер, обсловли- 
вает наличие в среде внутреннего момента количества движения, опреде­
ляемого антисимметрическим тензором с компонентами

Из вариационного уравнения (3) найдем уравнения Эйлера и 6Ж:

^Я"=0, <W=0, Fi}u3= (Si’—UiuF) ; (6)1
Эл’

if+cvdj (и*а ’74ip) + [ 4-e’J'!sFoaft+ (— + u4 dA^/p ) u‘ 1 7sip=0„ 
dr L 2 \ p dm{ / J
,d

1 — vul----- 'ip+'fj—cv5j(M,n3ip+'Yi) +
dr

+ [-|-е‘л>Рущ+(-у + j^+Y,=O;

n,i?=0, miUl=0, \=—иг дЛт/длг;
6Ж =| J |р?бх’ + -у—-H]ALAs+cvu'uJ[ (бф+) 'у.'ф—'ф+'у46ф] } п, do;

здесь 4npw, б? А,=бА,4-А,<?.бх' — абсолютная вариация векторно­
го потенциала, а,-— компоненты единичного вектора внешней нормали к 
поверхности S. Компоненты Р/, Fопределяются равенствами

1 \
\mHim ——F j +u3um(pinFmn~umnF,n) +

/ d дЛт c
+ (р+е)и4а3—p^i’+u1 ( Kis—— us+mfus------ + лщ5-

\ dr am, c

р=—рг — ^tFiipd’, e=~Am—,/iFijpi3,
dp

Ftj=(btm-ufum) (6jn-u}un) ^Fmn-emnk,uk

(7)

d
Ui—Ui-------- Uj

dr )
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Из уравнений (6) следуют уравнения моментов количества движения
d, 1 1 • . 1

р--------- К'3------- K\Fm + — K\Fni=0. (8)
di р v v

Уравнение (8) можно записать также в виде
d • .

V—— mi^Fijm3. (9)
dr

Уравнения (6) —(9) определяют модели жидкостей с внутренним 
электромагнитным и механическим моментами в электромагнитном поле. 
В качестве замкнутой системы дифференциальных уравнений, опреде­
ляющих модель среды, можно рассматривать тензорные уравнения в (6) 
(без уравнений для спинора гр) и уравнения (9). Тогда соотношения (5) 

и уравнение р7те,=тр+'у1гр можно рассматривать как вспомогательную удоб­
ную параметризацию, используемую для решения вариационной задачи *.  
Вместе с тем, добавочные параметры в гр можно использовать, в частно­
сти, для описания различных добавочных свойств среды.

* Отметим, что систему тензорных уравнений в (6) и уравнения (9) можно 
получить, используя параметризацию (10)

Aspin = iv Г гр+---- гр — (-----гр+ \ гр 1 , — pitW — ргг’л1 Ч—— гр+(у'у^—у^у’)гр
[ dx \ dx / J 2

и решая условную вариационную задачу со связью ггдр+(у4у3'—у-'у’)'Ф=О-

Компоненты тензора Pi, определенные равенствами (7), можно рас­
сматривать как компоненты тензора энергии-импульса системы электро­
магнитное поле и материя. Из определения Р? видно, что в качестве тен­
зора энергии-импульса электромагнитного поля можно принять тензор, 
определяемый в системе координат наблюдателя компонентами

Л(/) = -~^Fim№m--уЛтЯ"пбг)+^ит(И1п^гап-цтпЛп)^

(Ю)

В силу определения (10) тождественно имеем

Рш)=0, (И),
Второе соотношение в (11) носит общий характер и связано с условием 

UjjK’i=O. Вычислим компоненты тензора (10) в собственной системе ко­
ординат. Матрицы Ру, Н'1 в собственной системе координат задаются сле­
дующим образом (3):

магнитной

0 Я3 -Яа — D1

Я« = -я3 0 — /Р
Я.2 -Ях 0 — D3
я1 Я2 D3 0

0 В3 -Я2 Ег

=
-К3 0 Я1 Е,

В2 -в1 0 Е3
-F3 -£з 0

Компоненты Ва определяют векторы электрической и 
индукции соответственно. Компоненты На являются соответственно 
компонентами векторов электрической и магнитной напряженности. Учи­
тывая, что м“=0, и4=1, для компонент Р’щ в собственной системе коор­
динат найдем

р4“__р“4 -^-(ЯХЯ)“,
4л

р 1> 1
---- 7— 4л

P4(n=-L(5“Fa+£aO“),
8л

- -^-(/Ж+Я^) б/] .
(12)
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Из (12) следует, что плотность количества движения в собственной 
системе координат, определяемая тензором (10), такая же, как и опреде­
ляемая тензором Абрагама, а пространственные компоненты совпадают с 
соответствующими компонентами тензора Минковского. Из (12) следует 
также, что тензор Абрагама является симметрической частью тензо­
ра (10). Таким образом, на основании (12), для компонент Т'} тензора Аб­
рагама в системе координат наблюдателя можно написать

rj=v2(p(<;)+z’C;)).

Отметим теперь следующий момент. Если — контрвариантные ком­
поненты тензора энергии-импульса рассматриваемой замкнутой физиче­
ской системы, обладающей внутренним моментом количества движения, то 
уравнение моментов количества движения для такой системы можно 
записать в виде

дк (Pihxi—Pikxi+cuhKii) =0. (13)

Из уравнений (13) с учетом уравнений импульсов dkPk=0 найдем

d 1 
--------- К'1. (14) 
dx р

Из (14) видно, что антисимметрическая часть тензора энергии-импульса 
вообще не равна нулю и определяет плотность внутренного момента сил. 
Если рассматриваемая физическая система состоит из сплошной среды с 
внутренним моментом количества движения и электромагнитного поля, то 
при наличии равенства Р'’=Р^т)+Р^, где Р(т)~ компоненты тензора 

энергии-импульса материи, тензор энергии-импульса поля удовлетворяет 
соотношениям

Ля -Р(Я=Р — к-+р;^ -С). (15)
ах р

Из (15) следует, что если намагничивающаяся среда описывается мо­
делью, не учитывающей внутреннего момепта количества движения, и 
если тензор энергии-импульса среды симметричен, то тензор энергии-им­
пульса поля Рмтакже симметричен (см. также (3)).

В применении к рассмотренной выше модели для v=0 в силу уравнений 
(6) компоненты /^определенные равенством (10), становятся симметри­
ческими и совпадают в этом случае с компонентами тензора Абрагама, 
если функция Л,„ инвариантна относительно группе Лоренца. Таким обра­
зом, в рассматриваемом классе моделей и определений использование тен­
зора Абрагама соответствует пренебрежению внутренним моментом коли­
чества движения среды

Автор выражает признательность акад. Л. И. Седову за обсуждение ра­
боты и полезные замечания.
Научно-исследовательский институт механики Поступило
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