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В работе (2) рассмотрено однопараметрическое семейство кубических 
эрмитовых сплайнов с дополнительными узлами дефекта 1. Там же для 
этого вида сплайнов доказана теорема существования и единственности. 
В настоящей заметке для кубических эрмитовых сплайнов с дополнитель­
ными узлами указаны пределы и приведены оазисы из функций типа 
5-сплайнов (4), сформулированы теоремы сходимости.

1. Пусть на отрезке [а, 5] имеется сетка А: a=xlt<xl< ... <xN+i=b, 
i-му узлу которой отвечают вещественные числа {yt, у§, i=0, ...,У+1. 
Введем на [а, &] дополнительную сетку б с узйами в точках

Xi+ajii, Xi+a2hi, ai+a2=l, 0<а!<0,5; hi=xi+l—Xi, i=0,..., N, 

и обозначим через Ф множество кубических сплайнов s(x) дефекта 1 па 
сетке б, удовлетворяющих условиям интерполяции

s(x.) =у„ s'^Xi) =yi, i—О,..., У+1. (1)

Для x^[xit х«+1] в терминах величин Mi=s"(xi) имеем
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С'и(а1, а2)=С'14(а2, ai), (£)+=max (E, 0).
Условие непрерывности S'" (x) в узлах сетки А дает систему линейных 

алгебраических уравнений для определения величин Mi (например, с по­
мощью трехточечной прогонки (3))

hi-i

у/+1+2у</ \

3 /

2у/+у/_, j]/ yi-l-Уг +

\
(3)

где Л4=1—pi=fei/(/i<_i+/ii), г=1,..., У.
1007



Для замыкания системы (3) необходимо задать два дополнительных 
краевых условия. Мы будем рассматривать условия

5"(Хо)=Уо", s" (Xx+i) —Уя+i, (4)

S (х0)=Уо ,
nrs (Xtf-i-i) =^x+i, (5)

или более общего вида

— (1+------ ^Мо+цоЛ/\==а!о,
\ aia2/

^n+iMn /1 + 1 MN+l-±.dN+l,
\ aia2/

(6)

а также периодическую задачу
s(a) (a) =s'a) w, a=0, 1, 2. (7)

2. Введем в рассмотрение два специальных случая кубических эрмито­
вых сплайнов дефекта 2.

Пусть Н(х) — сплайн на сетке А, удовлетворяющий условию (1). 
Тогда для x^[xh xi+1] имеем

12 г yi'+y,'+i _ У<+1~Уг 1 (x-Xj)3 6 г yt+i-yi
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+ у/(х-Х() +yt. (8)

Пусть ^(x)—сплайн на сетке б={х.;+Ь,/2, i—0, удовлетво­
ряющий условию (1). Для x^[xi,xi+l] в терминах величин Л7{=.АГ"(хг) 
имеем
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Величины Mi находятся из системы (3) с а1=1/г, замыкаемой с по­
мощью одного из краевых условий (4) — (7).

Теорема 1. Пусть s(x)e® и удовлетворяет одному из краевых усло­
вий (4) — (7), а Я(х), А"(х) — кубические эрмитовы сплайны соответст­
венно из (8), (9). Тогда

lim s(x) =Я(х), lim s (х) —К (х).
ai->0 сц-^-’/г

3. Обозначим й=шах Аг, fc=min hi. Рассмотрим последовательность сеток 

Ад (и 6л) такую, что
►О, к-+°°. (10)

В некоторых случаях мы также будем предполагать, что

(11)
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Обозначим также через ФА множество сплайнов из Ф на сетке
Теорема 2. Пусть сплайн sh(x)^6)k интерполирует функцию 

у(х)^С1\а, 6] на сетке Лк, удовлетворяющей условиям (10), (11), примем 
Sh (.Xi) =у'для Xi<=&k- Если sk(x) удовлетворяет краевым усло­
виям (6) и supdpOfc |, |ХЛ-Л|)<1+1/а1а2, hk( |dok | + |dwk +4|)->-0, &-*<», 
или у(х) и sk(x) периодичны с периодом Ъ—а, то

max \y{m'> (x)=s^} (х) |=о(й1 m),
хе[а,Ь]

m=0,1.

Если, кроме того, у'(х) eLip* [а, Ь], 0<а=£1, то при условии равномер­
ной ограниченности величин h1~a (\d0 | +1k +11) справедлива оценка

max |г/<т) (х) — sk (х) \=O(hi+a m), m=0,1.

Теорема 3. Пусть сплайн sk(x)<^$k интерполирует функцию 
у(х)^С2[а, ft] на сетке Д& и sk (xi) =у'(х,) для х^\к, причем для последо­
вательности сеток \h выполняется условие (11). Если sk(x) удовлетворяет 
краевым условиям (4) или sk(x) и у(х) периодичны с периодом b—а, то

max |г/(т)(а:)—sk(,n)(a:) |=о(Л2_т), иг=0,1,2.

Если у" (х) eLip'x[a, ft], 0<а=^1, то

max \y(m) (x)—s{m) (x)\=O(h2+a~m), m=0,1,2.
xe[a,&]

Теорема 4. Пусть сплайн sk(x)^<bk интерполирует функцию 
у(х)^С3\а, ft] на сетке \k и sh' (х,) =у' (xt), а:,еД*, причем выполнено усло­
вие (10). Если sk(x) удовлетворяет краевым условиям (4) или (5), либо 
sk(x) и у(х) периодичны с периодом Ъ—а, то

max |y(m>(rr)—(я) 1=о(Ль "*), т=0,1,2,3.
хе[а,Ь]

Если у'"(х)eLip* [a, ft], 0<а«£1, то

max |у<т) (х)-skm“(x) \=O(h3+a~m), т=0,1,2,3.
хе[а,Ь]

Если в выражении (2) для сплайна s(x) положить 

2 / yi+i-yt

hi-t^hi \ hi

Vi-Vi-i 

hi-i

yi+i-Vi 

hi

(12)-

где hi=\—\ii=hi/(hi-i+hi), то сплайны с дополнительными узлами могут 
быть применены для решения задачи Лагранжа.

Теорема 5. Пусть на отрезке [a, ft] заданы непрерывная периоди­
ческая функция у (х) и последовательность сеток \к, удовлетворяющая ус­
ловиям (10), (11). Если периодический кубический сплайн sk(x) на сетке 
6к интерполирует функцию у(х) на сетке Дй и удовлетворяет услови­
ям (12), то

max | у (х) — sk (х) | =о(1).
хе[а, Ь]
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Если j/(z)eLip'2[ffi, &], 0<аг£1, то

max |у(я) — sk(x) | =0(7г“).
зсе[о, Ь]

4. Множество 53, а всех кубических сплайнов дефекта 1 на сетке 6 обра­
зует (2ЛЧ-6) -мерное пространство. Для s^x^Ss.t имеем

k=i i=0

где Р3 (х) — кубический полином от х. Следующая теорема указывает вы­
бор пространства S3, 8, состоящего из функций с конечным носителем типа 
5-сплайнов Шенберга (4).

Теорема 6. Базис пространства S3, а образуют следующие сплайны:

Фел ₽=1, 2; 7=1,..., 2V-1; <р«, а=1, 2, 3, 4; t=0, TV; 
■здесь

ф1^=ф[«3-1+аЛЛ Xj-i+^hj, Xj+athj, х}+а2к,, я,-+1+аЛ,-; я], 
ф2,=ф[х,-1+а2/ц, Xj+aihj, Xj+a2hj, Xj+taJij, xj+i+a2h}; я), 7=1,... ,TV—1;
Фю(а:) =<р[я0, Яо+ссЛо; я], ф2о(я)=ф[яо, Яо+аЛо, Яо+а27г0; я],
фзо(^) =ф[я0, Яо+а^о, x0+a2h0, я^аА; я],
<р40(-г) =ф[я0, Яо+аЛо, яо+а2^о, Я1+ССЛ,, я1+а2Л1; я], 
ф1.%-(я)=фГя; xN+a2hN, Ях+1], фгИ*) =—ф[ж; xN+aJiN, xN+a2hN, яд+1]. 
фзу(^) =ф[я; ягу_1+а2Лк-1, XN~i~<x,ihx, Ху~\~и.2Ья, як+1],
ф^.у(я) ——ф[я; Хя— pbcZiAv—1, Я^—i+o^Tljr—1, X^~^~Ctih^, XN+a2hN, Жх+1], 
ф(«, я) = (Т-я)+\ ф (я, £) =ф (£, я).

5. Сплайны из Ф были применены для получения квадрупольных фор­
мул. Отметим здесь тот интересный факт, что формулы численного интег­
рирования для кубических эрмитовых сплайнов с дополнительными узлами, 
удовлетворяющих условию (12), совпадают с соответствующими форму­
лами для сплайнов пятой степени дефекта 3 из (‘).

Авторы выражают искреннюю благодарность акад. Н. Н. Яненко за 
постоянное внимание и поддержку в работе.
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