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В этой заметке излагаются главные результаты общей теории необхо­
димых условий первого порядка для экстремальных задач, включающей как 
частные случаи ряд ранее известных теорий (см. (1_5)).

1. Общая схеььа для экстремальных задач. Рассмотрим 
следующую задачу, которую будем называть (G, М, -з а д а ч е й.

Пусть заданы произвольное множество D, линейное топологическое 
пространство Y, а также: 1) однозначное отображение G: D-+Y; 2) мно­
гозначное отображение М: D~+2Y-, 3) многозначное отображение D-+ 
->22В, поставляющее каждой точке x^D некоторый базис фильтра ^{х~) в 
D такой, что х^В VB<^$(x). Требуется найти элемент х°, удовлетворяю­
щий следующим условиям:

(I) х°еО, G (х°) ^М (х”) (замыкание множества М(х°'))-,
(II) существует множество В<^&(х°), при котором

0^int(G(S) —Л/(х°)). (1)

Такой элемент х° будем называть (G, М, .^-критическим, или 
просто критическим, если никакое недоразумение не может во­
зникать.

Оказывается, что к этой общей схеме можно свести по существу все 
экстремальные задачи, изученные до сих пор в вариационном исчислении, 
математическом программировании и теории оптимального управления. 
Чтобы это показать, приведем два примера.

Пример 1 (см. (2)). Пусть M(x) = [G{x')} для каждого х^Г). В этом 
случае элемент x^D является критическим тогда и только тогда, когда 
существует такое множество BejS(j:0), что G(x°) принадлежит границе 
множества G(5|).

Пример 2 (см. (4)). Пусть У=У1ХУ2, G=GiXG2, где G,:D^-y;, 
г=1, 2, М (х) =MtXM2, где Mt — фиксированный замкнутый выпуклый ко­
нус в У1, а М2 — фиксированный открытый выпуклый конус в У2. В этом 
случае элемент х° будет критическим, если выполняется условие

а) существует множество В^$(х°), при котором система х<^В, G,(x)e 
^Mi, G2(x)^M2 несовместна.

Из этих примеров следует, в частности, что все экстремальные задачи, 
рассмотренные в (2) и (4), являются (G, М, -задачами (с надлежащи­
ми G, М, .

2. Основные необходимые условия критичности. Рас­
смотрим элемент ж0, удовлетворяющий условию (I). Регулярной вы­
пуклой аппроксимацией (G, М, (Я)-задачи в точке х° называется 
любая тройка (G', М', <%'), состоящая из отображения G': D'-^-Y выпук­
лого конуса М' в У и базиса фильтра YY в D' таких, что всякий раз, когда 
х° есть (G, М, -критический, найдутся множество В'^(А' и непрерыв­
ный линейный функционал К^М'*,  удовлетворяющие условию

<A, G'(z)>^0 V2eB' (2) 
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(здесь, как обычно, через М'*  обозначен сопряженный конус к М'). При 
этом, если Л можно всегда подобрать так, чтобы дополнительно к (2) име­
ло место равенство

* Через [4] обозначена выпуклая оболочка множества А.

<Л, G(x°)>=0, (3)
то регулярная выпуклая аппроксимация называется строгой.

Нас интересует, при каких условиях тройка (G', М', В') является ре­
гулярной выпуклой (строгой регулярной выпуклой) аппроксимацией дан­
ной (G, М, -задачи в данной точке х°.

Предположим, что:
А1) У=У1ХУ2, Y,=Bk, где к — некоторое неотрицательное целое число 

(таким образом, G=GiXG2, G'=Gt'XGz, где G,: Д->У;, G/У,).
А2) М(х°) =MiXM2, где Л/, — замкнутое выпуклое множество в У„ 

М2 — множество с непустой внутренностью в У2; ЛГ=ЛЛ'ХЛ/2', где ЛГ/— 
замкнутый выпуклый конус в У(, М2 — открытый выпуклый конус в У2.

Введем следующее
Условие 1. Для каждой пары (2, У,), где 2 — ^-симплекс в Yt та­

кой, что 0<^Yc:[Gl'(B')—Mi'] *,  а ТД — окрестность точки O=Yt, сущест­
вуют отображение £: 2->-S, окрестность У2 точки ОеУ2 и действительное 
число 8=А0, такие, что:

а) отображение Git, непрерывно;
б) G,(Uo))^Afri-e(o+y1) Vqev
в) G2(£(2))+72cM2.
Теорема 1. Если каждому множеству Bf=&(x°) соответствует та­

кое множество В'^ЗУ, что условие 1 выполняется, то (Gr, М', &') являет­
ся регулярной выпуклой аппроксимацией (G, М, -задачи в точке х°.

Предположим теперь, кроме А1) и А2), еще
Б1) Mt, М2 — выпуклые конусы, причем М2 является открытым и 

М('=М{—а{К{, где а(=0 или а,=1, А, = {иеУ;: u=yG(x°f), ц^О}.
Б2) D' есть подмножество некоторого линейного топологического про­

странства Z и для каждого В’^$' сужение G' на [S'] есть М-выпуклое 
отображение, т. е.

G'(«1+(l-a)a:2)EaG'(a:1) + (l-a)G'(a:2)+M

для любых х*,  х2^[В'] и любого ае[0, 1].
Обозначим через [S']r множество тех ze[S'], которые можно пред­

ставить в виде выпуклой комбинации не более чем /»=l+dim У элементов 
из В' (таким образом, [S']r=[S'], если dim У<+°°). Введем следующее

Условие 1'. Для каждой тройки (S, ц, У2), где S=[s‘,..., sft+1] — 
симплекс в [S'] такой, что s’e[S']y, O^G't(S)—М/, G/(S) <=М2', ц — по­
ложительное число, У2 — окрестность точки ОеУ2, существуют два числа 
£1=7^0, е2>0 и отображение S-+B такие, что ei>0 при АУ1=^{0}, а,(е4— 
—т])^0, z=l, 2, и

а) отображение Gig непрерывно;
б) G1(g(Z))-a1G1(x0)edf1+s1(G1'(z)+yi) Vz^S, V1 = {yi^Yl:

в) G2(g(S)) -a2G2(^) см2+е2( [G2'(S) ] '+V2).
Теорема 1'. Если каждому множеству В^&(х°) соответствует такое 

множество что условие 1' выполняется, то (G', М', <%') является
строгой регулярной выпуклой аппроксимацией (G, М, -задачи в х°=0.

Теорема 1 доказывается на основании принципа неподвижной точки 
Какутани, а теорема 1' на основании теоремы 1.

3. Частные случаи условий 1 и 1'. Чтобы специализировать 
условия 1 и 1', нам нужно ввести некоторые понятия. Предположим, что 
имеют место А1, А2, Б1, Б2, а также

АЗ) DcZ, пространство Z отделимо и D' есть выпуклое множество в Z. 
Пусть L — некоторое подпространство пространства Z.
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Определение 1. Пара (G/, Л/7) называется G-дифференциалом 
пары (G;, М{) в точке я°=0, если: 1) G/ есть М/-выпуклое отображение; 
2) для каждой пары (z, У,), где zeD'ClG, У4 — окрестность точки O^Y,, 
существуют окрестность N точки O^Z и число б>0 такие, что G,(ez')e 
eJG+c (о+У4), коль скоро <jeG/(z)—М' z'^z+UftL, ez'^D, 0<e<6.

В случае, когда L=Z, будем просто говорить «дифференциал» (вместо 
Z-дифференциал). Если же пара (G/, #/) есть G-дифференциал от (G,, 
Mi) в ж°=0 для любого m-мерного подпространства А в Z, то будем ее на­
зывать также (т) -д и ф ф е р е н ц и а л о м от (G,, АЛ) в ж0=0.

Нетрудно проверить, что определенное выше понятие G-дифференциа- 
ла обобщает классическое понятие дифференциала и также понятие диф­
ференциала, введенное, например в (4).

Определение 2. Пара (G2', М2) называется G-в нутренней ап­
проксимацией пары (G2, М2) в точке ж°=0, если: 1) G2' есть Л/2'-вы- 
пуклое отображение и 2) для каждого zeD'flG, удовлетворяющего усло­
вию G2'(z)ejnt М2, существуют окрестность U точки O^Z, окрестность 
У2 точки Ое=У2 и число б>0 такие, что G2(ez')+еУ2с:М2, коль скоро z'e 
ez+GDG, ez'«=Z), 0<e<6.

В случае, когда L=Z, будем просто говорить «внутренняя аппроксима­
ция» (вместо «Z-внутренняя аппроксимация»). Если же пара (G/, М2) 
есть ^-внутренняя аппроксимация (G2, М2) в х°=0 для любого гп-мерного 
подпространства L в Z, то будем ее называть также (иг)-в ну тр е ни е й 
аппроксимацией (G2, М2) в ж°=0.

Нетрудно проверить, что при E2=Z, G2=G2'=id, пара (G/, М2') будет 
внутренней аппроксимацией (G2, М2) в ж°=0, если для каждого геО'ЛЛГ2' 
существуют окрестность U точки GeZ и число б>0 такие, что e(z+G)fl 
[\D^M, как только 0<е<б.

Определение 3. Множество называется (G, G) -смежиым
к множеству В^&(х") в точке х°=0, если для каждой системы (5, У,, У2, 
U, б), где 5=[s‘,..., sA+1] —симплекс в АП[В'] с?е[В']у, У, — окрест­
ность точки O^Yi, 1=1, 2, U — окрестность точки GsZ, б — положитель­
ное число, существуют отображения u: S-+D, Е: S-+B и число е^(0, б) та­
кие, что: 1) отображение G,£ непрерывно; 2) для каждого zeS имеем 
w(z) ее (z+GAG), G;(Е(z))eG,(w(z))+еУ,-. i=1, 2. В случае, когда L=Z, 
будем просто говорить «G-смежный» (вместо «(Z, С)-смежный»).

Используя определенные выше понятия, можно сформулировать.
Условие 2. Существует такое семейство Z подпространств прост­

ранства Z, что:
а) каждый m-спмплекс /?г=С/с, при котором GeG/(5) —М/,

G2'(S) <=М2', содержится в некотором L<^Z',
б) для каждого L<^Z множество В' (L, Gi)-смежно к множеству В, 

пара (G/, М,') является G-дифференциалом от (G,, Л/,), а пара (G2', 
М2') — G-внутренней аппроксимацией (G2, М2) в точке ж°=0.

Условие 2'. Существует такое семейство Z подпространств прост­
ранства Z, что:

а) каждый тп-симплекс S<=[B'], т^к, при котором GeG1'(S)—М/, 
G2'(5) <^М2 содержится в некотором L^Z-,

б) для каждого L^Z: множество В' (L, С)-смежно к множеству В, 
a (G/, М,'), i=l, 2, являются G-дифференциалами от (G„ М,) в точке ж°= 
=0. При этом сужение G/ на каждом симплексе AczfS'] есть непрерыв­
ное отображение.

Теорема 2. При предположениях Al, А2, АЗ, (Al, А2, АЗ и Б1, Б2), 
если каждому B<^&(xQ) соответствует такое B'<^3Y, что условие 2 (усло­
вие 2') выполняется, то (G', М', 3Y) является регулярной выпуклой 
(строгой регулярной выпуклой) аппроксимацией (G, М, Z) -задачи в точ­
ке х°=0.

4. Дальнейшие специализации условий 1 и 1'. Укажем 
некоторые важные случаи, когда множество В' (L, G)-смежно к В.
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Определение 4. Множество В' называется (L, Ш)-смежным 
к множеству В в точке х°=0, если для каждой тройки (5, U, 6) , где S= 
= [s‘,. . . ,s't+1]—симплекс в LClfS'] с s'e [/+],, U — окрестность точки 
O^Z, а б — положительное число, существуют непрерывное отображение

S-+B и число ее (0, 6) такие, что £(z)ее(z+U+L) VzeS.
Множество В' называется (Л, /г+1) -смежным к множеству В (в точке 

/'=0), если для каждой тройки (5, U, е), где 5=[s\ .. . ,s4+‘] — симплекс 
в 1А\[В'] с s’e[S']r, [/—окрестность точки GeZ, а е—число из интер­
вала (0, 1), существует непрерывное отображение S-+B такое, что 
^(z)ee(z+C/riL) Vze5.

Для простоты в случае, когда L=Z, будем говорить «(Л+1)-смежный» 
(или (/с+1).-смежный), вместо «(Z, /с+1)-смежный» (или «(Z, к+ 
+ 1).-смежный»).

Легко видеть, что если базис фильтра & — квазивыпуклый в смысле 
(а), то каждому соответствует такое что В'(/с+1),-смежно к
В в точке aco=O.

Лемма. Множество В' будет (L, G)-смежным к множеству В, если 
выполняется одно из следующих двух условий-.

1) отображение Gt непрерывно и множество В' (L, к+1)-смежно к В 
в точке лс°==О;

2) отображение Gt непрерывно, множество В' (L, /с+1)-смежно к В, 
а множество D (/с+1)-конечно-открыто в точке х°=0 в том смысле, что 
для любого (k+i)-мерного подпространства L пространства Z z°=0 явля­
ется внутренней точкой множества Df\L в топологии L.

На основании леммы сформулируем частные случаи условий 2 и 2':
Условие 3. Gt непрерывно, Bf (fc+1)-смежно к В, (G/, М/) есть 

дифференциал от (Gi, Л/\), a (G/, М.') есть внутренняя аппроксимация 
(G2, М)) в точке х“=0.

Условие 3'. Gt непрерывно, В' (/с+1)-смежно к В, (G', М') есть 
дифференциал от (G, М) в точке ж°=0, a G/ может быть продолжено до 
^//-выпуклого отображения, определенного на некотором открытом вы­
пуклом множестве, содержащем D'.

Условие 4. G непрерывно, D (А+1)-конечно-открыто, В' 
(&+1).-смежно к В, (Gt, М,') есть (к+1)-дифференциал от (Gt, Mt), 
a (G2', Мг') есть (/с+1)-внутренняя аппроксимация (G2, Мг) в ;г°=0.

Условие 4'. G непрерывно, D (/с+1)-конечно-открыто, В' (А+1).- 
смежно к В, (G', М') есть (fc+l)-дифференциал от (G, М) в точке ж°=0, 
a G/ может быть продолжено до 7И/-выпуклого отображения, определен­
ного на некотором открытом выпуклом множестве, содержащем D'.

Теорема 3. При предположениях Al, А2, АЗ и (Al, А2, АЗ и Б1, Б2), 
если каждому B^iffl(x°) соответствует такое В'^$+, что условие 3 или 4 
(условие 3' или 4') выполняется, то (G', М', 3+) является регулярной вы­
пуклой (строгой регулярной выпуклой) аппроксимацией (G, М, ^-зада­
чи в точке z°=0.

Из этой теоремы непосредственно вытекают основные результаты Хал- 
кина (5) и Нейштадта (3), а также основная теорема Гамкрелидзе и Ха- 
ратишвили (2). Что касается основных результатов Нейштадта (4), то 
они могут быть легко выведены из наших теорем 1' и 2. Следует также 
заметить, что во всех упомянутых работах 71//= {0}, в то время как в не­
котором классе задач естественнее предполагать, как мы сделали выше, 
что Mt есть некоторый замкнутый выпуклый конус.

Поступило 
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