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В этой работе строятся фундаментальные решения уравнений с част­
ными производными произвольного порядка и типа с коэффициентами, 
обращающимися в бесконечность на некоторой гиперплоскости. Кроме того 
доказывается разрешимость таких уравнений при правой части из некото­
рого пространства обобщенных функций. Отметим, что в одномерном слу­
чае фундаментальные решения для таких уравнений построены в (5).

1. Обозначим через DB(Rn+1) =DB пространство бесконечно дифферен­
цируемых, четных по последней переменной функций, с компактным но­
сителем в полупространстве Rn+1 = {х= (xt,..., хп+1): —<»<х4<<», 1=1,... 
..., п, жп+1>0} эвклидова (тг+1)-мерного пространства. Заметим, что носи­
тель может прилегать к гиперплоскости х„+1=0. Пространство DB является 
подпространством обычного пространства основных функций (см., напри­
мер, (')), последнее индуцирует в DB естественную топологию. Через DB' 
обозначим пространство линейных непрерывных функционалов над DB. 
Через (/, q>), где j^DB', cp<^DB, будет обозначаться значение функционала 
/ на элементе ф. Каждую обычную локально суммируемую с весом Xn+i, 
7с>0, в R'T1 функцию / (х) мы будем отождествлять с функционалом j^DB, 
действующим по формуле

(/, Ф)= /(^)ф(^)<+А
в п+1

В DB естественным образом вводятся линейные операции и операция 
умножение на четную по последней переменной бесконечно дифференци- 

д2 кд 
руемую функцию. Пусть#хп+1= ——~2—■ +-------- - ---------оператор Бессе-

.. ^n + i ^^n+i
ля; введем в DB' операцию дифференцирования по формуле

(£>«; /, ф) = (-1)'“'' (/, ф).
х Х11 + 1 Х •*’П+1

В пространстве DB определим преобразование Фурье — Бесселя форму­
лой

(^нф)©= \ ^(гс',г>Лл-1)/2(^п+15п+1)ф(х)х^х,
яп+1

+

где /v(z) — функция Бесселя (см. (2)).
Следующая теорема была получена в (4). Мы приводим другое доказа­

тельство, характерное тем, что наш метод применяем также к получению 
других оценок преобразования Фурье — Бесселя от аналитических функццй.

Теорема 1. Функция ф(§) является преобразованием Фурье — Бес­
селя функции из DB тогда и только тогда, когда ф аналитична по каждой 
из переменных во всей комплексной плоскости, четна по последней пере-
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менной и удовлетворяет оценке
п±1

I z,"*... (z„ ..., zn+1) I exp Yj aj 1 m Z; I ,
3=1

где Ca и а, — некоторые положительные постоянные, зависящие от функ­
ции 1]?, но не зависящие от переменных z,,..., zn+1.

Доказательство. Положим v=(Zc—1)/2. Пусть сначала v=—*/2. 
В этом случае /v(z)=c, cos z и наша теорема совпадает с обычной теоре­
мой Пэли — Винера. Пусть теперь | v | <‘/2. Тогда из формулы Меллера — 
Сонина (3) следует, что

x27v(z) =cv[/v* (ж) —/„* (—я) ],
где

/v1(z)=e*’xJ (i2+2f)_'’_'/,e<x'di, — °°<х<<х>.
О

Легко показать, что ]\'(х) допускает аналитическое продолжение с ве­
щественной осп в верхнюю полуплоскость комплексной плоскости и что 
ее продолженпе экспоненциально убывает там. Теперь для опенки инте­
грала

(РвЧ)(^) = С, $ Ф(?)еИх'Л')7;(^п+1)етг
дп+1+

нужно воспользоваться теоремой Коши и оценкой функций if(g) и 
Jv + .

В общем случае (v>—*/2) доказательство теоремы сводится с помощью 
формулы (3.1.8) работы (2) к уже рассмотренному случаю.

Введем пространство ZB как подпространство пространства Z (см. (*)), 
состоящее из четных по последней переменной функций, и через Zs' обо­
значим пространство линейных непрерывных функционалов над ZB.

Преобразование Фурье — Бесселя функционала i^Dn' определим фор­
мулой (FBf, ip) = (/, FB~‘t), где ipeZB. Имеют место формулы

Ptd/dh,д/д^п, Bin+i)FBf=FB[P(-iXi,-ixn,

FB[P(d/dxl,..., д/дхп, 5Xn+i)/]=P(ig1, ..., i|n, -^+1)FB/,

где P — произвольный многочлен с постоянными коэффициентами.
Назовем сверткой функций /, g^DB функцию

(/® g) (g) = § / (F) Тxvg (z) z£+1dz,
R"+l 

+

где Txv — оператор обобщенного сдвига (см. (6)).
Для функционала g^DB функция (g®<p) (B) = (g(x), ^-^(z)) назы­

вается сверткой функционала g и основной функции
Для функционалов /, g^D„' функционал, действующий по формуле 

(/®g, ф) = (/(В), g®<p(5)), называется сверткой функционалов / и g.
Ясно, что свертка существует не всегда, но имеет место
Лемма 1. Если / или g—финитный функционал, то существуют 

свертки j®g и g®f и f® g=g®f.
В этом случае

Da',Ba"“ (f®g) = (D^B^f) ®g=j®Da'Ba"'g.л лП+1 х, Xn + i X *71+1
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Лемма 2. Если fmi f^DB', т=1, 2,..., и fm-+f в DB', то fm®g-+f®g, 
когда / финитна или fm финитны и сосредоточены в одном и том же огра­
ниченном множестве в R+n+1. Соответствующие носители могут прилегать 
к гиперплоскости хп+1=0.

2. Определим обобщенную функцию Дирака 6В по формуле

(бв, ф)=ф(0).
Фундаментальным решением оператора Р(ОХ>, ВХпД, где Р — много­

член с постоянными коэффициентами, назовем функцию <S^DB', удовлет­
воряющую уравнению (в смысле

P(DX,, ВХпД^=5в. (1)
Следующая теорема обобщает некоторые результаты (s).
Теорема 2. Пусть к не равно нечетному числу.
Тогда для каждого оператора Р(РХ-, ВХпД) существует фундаменталь­

ное решение.
Решение уравнения (1) сводится к решению следующего уравнения 

bZ/:
P(ia',-a’+t)E(o)=l,

где E=FB<o и 1=FB6B.
Дальнейшее доказательство теоремы проводится с помощью «лестни­

цы Хёрмандера» (см., например, (’)).
Рассмотрим теперь вопрос о существовании решения уравнения

P(Z^,5x„Ju=/, /е=Р/. (2)

Имеют место следующие утверждения.
Лемма 3. Для каждой обобщенной функции / и каждой ограничен­

ной области £2<=7?"Д можно указать число N такое, что для любой феОв, 
supp (pcfi, имеет место неравенство

I (/, ф) I ^CN У max I В“' 'В“”‘ф (х) I.
л“=пя xeQ

|a'l+2an+1sCN

Область £2 может прилегать к гиперплоскости хп+1=0.
Пусть HJ — пространство, изученное И. А. Киприяновым (2). С по­

мощью теоремы вложения для этих пространств (8) доказывается
Лемма 4. Для всякой обобщенной функции f и всякой ограниченной 

области можно найти такое число N, что для некоторых локально сумми­
руемых с весом Xn+i функций ga, сосредоточенных в этой области, имеет 
место равенство

£ Da',Bantiga (х).
la'l+2an+1<N

С помощью леммы 4 доказывается
Лемма 5. Если j^DB' и финитна, то

FД (^1, • . • , Zn+i) ~gl (^1, ■ • • , ^n+1) ("Ь ■ • • « 2п+1) ,

-V+l

(-£“*)
1

где gi и g2 аналитичны во всем комплексном пространстве размерности 
п+1 за исключением множества {z„+1=0}, и если supp/<={xEjF?"+1: 

/=1,..., п+1}, то
.V+1

(01+i-Vi,..., 0n+1+iTn+1) 1<С(1+1о+гт1)м’ exp( ,

П>0, 7=1, ...,n+l,
2* 19



^(Oi+iTi, 0n+1+iTn+i) |s£C(l+lo+;rl)-vexp^ — V a3T,+an+1T„+,j ,

1
r3>0, 7=1,..., n, rn+1<0.

Наконец, имеет место
Теорема 3. Если к не равно нечетному числу, то уравнение (2) 

разрешимо в DB' при любой правой части j^DB'.
Замечание. Если /финитна, то можно положить

u=3’@f.

В заключение автор выражает глубокую благодарность И. А. Киприя- 
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