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В заметке рассматриваются вопросы приближенного нахождения всех 
решений уравнений вида Kx=Ix+KHx=f. Эти вопросы для линейных 
уравнений изучались в (*).

* (фъ Xi) ~ значение функционала у на элементе «р,.
** Если не оговорено противное, то в пн. 1, 2 2“ означает суммирование по соот­

ветствующему индексу от 1 до а.

1. Пусть Е — банахово пространство, К — Фредгольмов оператор 
(Ф-оператор), множество нулей которого N (К) есть подпространство 
Еа^Е размерности а с базисом <р1? <р2, ..., <ра; 71, у2, ..., 7<х — множество 
функционалов из сопряженного пространства Е*,  составляющих подпро­
странство Еа*,  таких, что (срг, у3) =бц *■  Пусть ф15 ф2,..., фа — базис в де­
фектном пространстве N*  (К). Через z,, z2, ..., za обозначены элементы 
из Е такие, что (zA, ф3) =бч. Рассмотрим уравнение

Kx=Ix—Tx=f. (1)
Пусть (/, -фА) =0, k=l, 2, а. Так как а¥=0, то К необратим. Поль­

зуясь конструкцией Шмидта (2), уравнение (1) запишем в виде**

Кх=Кх+У\ (.г, 7i)zi=/+y,| gjZj, ^=(х,ук), *=1,2, ...,а. (2)

Из (2) следует, что л:*=гл*+2'П«Ч |ъ гДе u"=R~lj, ц. — произвольные 
числовые параметры, есть решение уравнения (1). Нахождение и" в общем 
случае затруднительно и требуются приближенные методы. Пусть Еп 
(Е„) — подпространство Е (Е‘), Рп (Р„‘) — оператор проектирования 
Е (Е”) на Еп (Еп*).  В качестве приближенного уравнения возьмем

КпХп=хп—kQTnxn=f„=P„f.

Пусть Ц71—РпТПв^е 1, ||Р„Т—Тп||я„«£е(2; Aoi, А02, ..., Aok — собственные 
значения уравнения К„хп=0, сходящиеся при к Ао. Через Хщ (X»*),
i—1, 2, ..., к, обозначим корневые подпространства уравнения хп—kaiTnxn= 
=0 (и его сопряженного). Обозначим через i=l, 2, ..., а, те ли­
нейно независимые элементы из [J X,,, ( (J Х0Г), которые стремятся

К ф. (ф>), 1=1, 2, ..., а; z,„ вводятся аналогично z,-, г=1, 2, .. 
Введем уравнение

а.

Пользуясь оценками (3) и предполагая, что ||г;—Р„г;||«£е1П) , i—i, 2,..., а, 
имеем [|^~ РпК\\^А ,е<п), ||Р„А—1ZI, где Z — ранг Ао.

Теорема 1. Пусть К — Ф-оператор и выполнены условия близости 
К и Кп. Тогда при п таких, что q=A3 [ е("} + (е1/1 ] < 1, где I — ранг Ао, 
уравнение Rnxn=jn имеет решение ип* и хп*=и п*—2 трф.п- Общая форма 
приближенного решения уравнения (1).
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Справедлива оценка

||х’-ж„,||СЛ4(г11, т]2, ■ ■ ■, Па) [e(r)+(e<2l))1/!+||/-f„||],

где ж*=ы*+5  трф;— общее решение уравнения (1), At зависит от |т]1|, 
|т)г|, I Т]а| •

* Здесь g,n, гы имеют тот же смысл, что и в п. 1, но относятся к оператору 
Кп'(хА.

2. Рассмотрим уравнение Кх=1х—Нх=§, где Н — нелинейный опера­
тор из Е в Е, дифференцируемый по Гато в некоторой окрестности точ­
ки Хо, причем производная К'(хя) необратима в Е. Пусть <р(, ф,-, z,-,
i=l, 2, ..., а, имеют тот же смысл, что и в п. 1, но связаны теперь с опе­
ратором К' (х0).

Уравнение Кх=0 преобразовывается в систему

К' (х0) х=К' (х0) х+ У^ (х, ^i)zi = —Ix+Hx+K' (х0)х+ (3)

£л=Сг, Ya), k—i, 2, ..., а. (4)

Пусть в сфере S(x0,r) выполняется условие || (К'(х0) ]_I|| ||Av(.r1) — 
—К' (x2)\\^q, 0<<7<1. Уравнение (3) решается модифицированным мето­
дом Ньютона — Канторовича (м.м.Н.К).

хп+1 = [К'(х0) ] 1 [ —Кхп+К' (ж0) х„+ у1 §,-z, ],

где — определяемые ниже фиксированные постоянные.
Из (5) следует сходимость этого метода к решению , В«). Зна­

чения i=l, 2, ..., а, определяются из уравнения разветвления

(Kx'fa, ^а)-К'(х0)х*(1,,  ..., Ь), яМ=0, к=1, 2, а.

Найдя все значения Ё,, 1=1, 2, а, и подставив их в • • ■,
получим все решения уравнения Кх=0, находящиеся в окрестности х0.

Заменим уравнение 7Тт=0 «близким» к нему уравнением Кпх„=1х,— 
—Нт,хп=§, заданным в Еп. Пусть: 1) ||//'(а:о)—-^^'(^o) ||Е+||РпЯ'(л:о) — 
—Н,,' (z0) IlB^ei"2) \\Кх—KJPrix\\^E'n- zr) . При достаточно больших п 
м.м.Н.К., примененный к уравнению *

К,,' (x(l)x„ = K„' (xQ)x„+ у1| (х„, Х„,

сходится к решению ..., £а„) и справедлива оценка

IIZ(g,,..., ga)-xn’(^ln,..., Ва„)ИСЛ5[ (е(,!)) 1/г+е(п) (х„*)+  max |£;-£г-„1 ], 

где I — ранг собственного значения 1 оператора К'(хо). Значения |<п опре­
деляются из уравнений

(К.-пХп (^1„, • • • , ^an) Кп (Xo) (^ln, • - • , San) , 0, k 1, 2, ..., ot.

Теперь нужно оценить |£<—£<n|, г=1, 2, ..., а. Здесь появляется две 
возможности: а) якобиан уравнения разветвления для точного уравнения 
не равен 0; б) он равен 0. В случае а) из известных оценок метода Нью­
тона-Канторовича следует, что шах g,„|^H6(e(”)+e(2n>). В случае б) 

необходимо изучить устойчивость уравнения разветвления вблизи точки 
ветвления.
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3. Рассмотрим уравнение разветвления с комплексными коэффициен­
тами и числовым параметром X

r£^vA=°- (5)
Й^г2 V>1

Пусть Lmo=minL),o среди Л(10^0, Ln,=min(minLkv) среди Lhv=^Q, Ьц= k k V
=min (min Lkv) среди Lkv^0. Для применения к (5) итерационных методов 

v к
сделаем замену £= (а+т]ХЕ)Хь, где a=consl, определяемая ниже, е и 6 вы­
бираются так, чтобы после подстановки | в (5) у двух слагаемых из сум­
мы коэффициентами при ц служило бы к в одинако­
вой степени, меньшей, чем степень X в третьем слагаемом. Пусть ими бу­
дут L,„og“ и Lnil,nKl. Тогда (при т>п) |= (а+цХЕ)Х'/<"’_,1), е=1/2(т—п). 
Подставляя £ в (5), получаем несколько уравнений вида ц=4(г], X), ре­
шение которых при малых значениях X можно находить методом простой 
итерации. Если же в уравнении (5) суммирование производится не до 
бесконечности, а до v в первой сумме, до х во второй и до р в третьей, то 
оно приводится к уравнениям вида ц=4 (т|, X). Оценив близость решений 
уравнений г]=А (гр X) и ц=Л (тр X), видим, что

шах | g—Ul ^Л7ХЕ+р+,/<т-п)i
(P=min {(vZ—77z(/+’/2)+n/2)/(zre — n), ц+l, xZ—ffz(/+‘/2)+^/2)/(???—и)})

при достаточно малых значениях X (v, x>m).
Аналогично рассматривается многомерный случай ветвления.
4. Рассмотрим сингулярные интегральные уравнения (с.и.у.) видов

р ж(т)с?т с h (t, т)ж(т)<7т
Kx=a(t)х (t) +b (t) —-----+ Х -

J т-z J 1т—XI6

=ax+bST(x)+XU-j(h(t, т) lx—(6) 
Fx=d(t)x(t)+SL(k(t, т)а:(т) )=/(Z), (7)

Gx=c(t, x(t)) +SL(g(t, т, x(t) )) =/(£), (8)

где "f — единичная окружность с центром в начале координат, L= (cf, с2) — 
ее сегмент, a, b, с, d, g, f, h, k^Hr,., 0<а<1, всюду на соответствующих 
контурах, кроме точки i=l, а и b имеют разрыв первого рода, 0^б<1.

Приближенное решение уравнений типа (6) изучалось в (4).
Приближенное решение уравнений (6) —(8) ищется в виде полинома

x(t) = 2 со,/'*,  коэффициенты которого находятся из систем

* Оценки в пп. 4, 5 приводятся в метрике Х2.

Kx^Pi[a(t)x(t)+b(t)S-l(x(x))+XU->(Px[h(t, r)d(t, т)х(т) ]) ] =
=PAf(t)], (9)

Fx=Pt[d(t)x(t)+Sv(Pz[k(t, т)х(т) ]) ]=Pf[/(i) ], (10)

Gx=P:[c(t, x(t)+S„(Px[g(t, т, Ж(т))])1=Л[/(0 ], (11)
тде P, P, d(t, т) введены в (5); d(t) =d(t), k(t, x)=k(t, t),
c_(t, x(t)=c(t, x(t)), g(t, t, x(x))=g(Z, г, Ж(т)) при t, x^L; d(t)=l, 
k(t, t) =f(t) =g(t, t, x (t) ) =0, c(t, x(t)) =x (t) при t, x&L.

Теорема 2. Пусть К непрерывно обратим. Тогда при п таких, что 
Q=A8[nl’’!_1+n-“<1_!,)]<1, система уравнений (9) имеет единственное ре­
шение х*  и справедлива оценка * ||х* —x'W^A^q, где х*  — решение уравне­
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ния (6), (i—1)"+'еш(t) — решение краевой задачи Ф+ (i) =[ (a(t) — b(t))/ 
/(a(i)+&(Z)) ] Ф~(/).

Теорема 3. Пусть F непрерывно обратим. Тогда при п таких, что * 
?=4io[«~“ln7z+n|,li_i]<l, система уравнений (10) имеет единственное ре­
шение х*  и справедлива оценка Цж* —где х*  — решение уравне­
ния (7).

* (f-Ci)’,i+iei(«-c2),,«+,f920)(i) — решение краевой задачи Ф+(1) = [(а(1) -h(t, t))/ 
/(а(1) + h(t, 0)]ф-(«), 1т]1=шах (lr)il, ItM).

** (t—ci)”i+ie1(t-с2)ч!+'в!ы(1) — решение краевой задачи Ф+(1) = [ —
/(а*(1)+/г*Ц))]ф-(<), a*(£)=au'(t, x*(t)), h*(t)=hu'(t, t, x*(t)), lr]l=max (Irjil, lp2l).

Теорема 4. Пусть уравнение (8) имеет в сфере S единственное ре­
шение х*,  оператор G'(х*)  непрерывно обратим и с,'(t, и), gu'(t, т, и)<^На,. 

t.x^L. Тогда при п таких, что ** g=A12 ln2n(ni,,i~1+n_a+‘/!) <1, 
система уравнений (11) имеет в сфере S,<=S единственное решение х‘ и 
справедлива оценка ||z‘—ж’||=^А13д.

5. Пусть в уравнении (6) (при /^0) оператор a(Z)a;(Z)+6(Z)1S'v(a:(T)) 
непрерывно обратим, а X — собственное значение.

Теорема 5. Пусть собственное значение Zo уравнения (6) (.МО) 
имеет ранг 10 и пусть {А„} — последовательность собственных значений 
уравнения (9), сходящихся к Хо. Справедливы оценки | Хо—/-.„IM 
<Л14[п_а(1_0)+п1"1-1], р(хп, A0)^A15pv0—^п|, где хп — собственный элемент 
уравнения (9), a XQ — собственное подпространство уравнения (6).

Теперь описанный в п.1 алгоритм приближенного нахождения всех ре­
шений уравнений с Ф-операторами, можно применить к уравнению (6).
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