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1. В теории обыкновенных дифференциальных уравнений бесконечного 
порядка с постоянными коэффициентами

(1)

где D=d/dz, со всяким решением f (z) связывается ряд

7(z)~ V Res[co.f (p)<p-‘(p)exp(pz) ], (2)

в котором ор(ц) — некоторая целая функция, а <р(р) = J] ck(ih. Каждое сла­

гаемое ряда (2) имеет вид P(z)exp(pz), где P(z) — полином, и удовлетво­
ряет уравнению (1).

Центральное место в теории уравнения (1) занимает проблема аппрок­
симации произвольного решения линейными комбинациями таких «элемен­
тарных» решений, вопрос о сходимости разложения (2) и проблема единст­
венности соответствующего представления. Аналогичные проблемы возни­
кают при построении общего решения уравнения свертки Ф[/(г+£)]=0 
и при исследовании подпространств, инвариантных относительно диффе­
ренцирования.

Первые результаты по проблемам аппроксимации, разложения и един­
ственности указанного типа в комплексной области были получены 
Л. Шварцем (*),  А. О. Гельфондом (2), А. Ф. Леонтьевым (3) и Ж. П. Ка- 
ханом (4). В последующих работах А. Ф. Леонтьева и его сотрудников по­
лучены теоремы разложения и единственности как для решений уравне­
ния (1), так и для произвольных элементов различных пространств голо­
морфных функций, отвечающие более общей, чем d/(Zz, операции D в урав­
нении (1). Весьма полное изложение истории вопроса и достигнутых здесь 
результатов можно найти в обзорах (!).
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В настоящей заметке излагаются результаты по спектральной теории 
некоторого линейного оператора в локально-выпуклом пространстве, кото­
рая дает новый подход к задачам единственности, аппроксимации и разло­
жения. Развиваемый здесь метод позволяет с единой позиции получить как 
известные, так и новые результаты.

2. Пусть заданы число р>0 и такая последовательность {^(0)},“ не­
прерывных 2л-периодических функций, что feA(0) <hk+i (6) при всех к и 0. 
Обозначим через к банахово пространство целых функций, наделенное 
нормой

Индуктивный предел (6) семейства {&~к} обозначим через а его со­
пряженное, являющееся пространством Фреше — через <8.
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Предложение. Пространства 3~ и <8 являются совершенно полными 
монт еле в сними пространствами.

Обозначим через D непрерывный линейный оператор в ё, сопряженный 
с оператором умножения на независимую переменную в пространстве 3~, 
и через — его сужение на аннулятор вектора <р (X) ^0.

Теорема 1. Спектр о (Д) оператора Lv совпадает с множеством нулей 
Функции ф(Х). Если то резольвента, 7?(р, Т(р)^(ДР—р.)-1 опреде­
ляется равенством *

* <g, тр> есть .значение функционала на функции
** Отметим, что теоретико-функциональной основой доказательства теорем 2 и 3 

является теорема о возможности разложения функций нормального типа при поряд­
ке р>0 на «эквивалентные» сомножители. Эта теорема для р=1 была получена 
И. Ф. Красичковым-Терновским (7), а при любом р - В. С. Азарпным (8)-

<_Я(р, £„)/, ф>=-</, [ср(X)4>(и)-Ф(н)(А) ] (Х-р)-*>(₽- ’(р)

для любых и
3. Пусть к=\, 2...— все различные нули функции a n=i,z...,—

их кратности. С каждым элементом f свяжем систему векторов

Я/={/ле<?: /#=Res (р—рА)Т?(р, £ф)/; А=1, 2,... ; 7=0,... ,ps—1}
МЛ

и ряд
оо

/~-У БезЖрЛф)/. (3)

Имеют место следующие теоремы единственности и аппроксимации.
Теорема 2. Если — целая функция с бесконечным числом нулей, 

то из обращения в нуль всех членов ряда (3) следует /=0.
Теорема 3. Каждый элемент из области определения всех сте­

пеней оператора L^, является пределом в <8 последовательности конечных 
линейных комбинаций системы векторов 91/.

Следствие. Область определения всех степеней оператора L,e совпа­
дает с замыканием в <8 линейной оболочки системы его собственных и при­
соединенных векторов **.

Назовем пространство 3~т', сопряженное с пространством 3~т, т-допус- 
тимым, если существует такой номер р, что для заданного числа т выпол­
няются неравенства Л.,„ (0) <Л.р(0) —т.

Будем говорить, что пространство т-подчинено функции hm (0), если 
существует такая тригонометрически выпуклая функция й(0)>=О и такой 
номер р, что для заданного числа т выполняются неравенства 
h, (0) <hm (0) +h (0) <hp (9) — т.

Справедливы следующие теоремы разложения.
Теорема 4. Пусть для функции 3G. существует такая числовая 

последовательность RN\°°, для которой
ln|<p(Z?NeiS) |>o(0)7?Z (4)

при некоторой непрерывной функции о(0), и пусть т=шах[^Л(0)—о(0) ]. 

Если 3~8—т-допустимое пространство, то каждый вектор f из области опре­
деления всех степеней оператора L,-, допускает представление

00

Р— 1 Вр_1<|цЛ|<йр

сходящееся в топологии всякого пространства F *,  т-подчиненного функции 
/»л(0). В каждом таком пространстве ST*  остаток ряда (5) оценивается ве­
личиной порядка ехр(—а„7?№), где а„>0.

1018



Теорема 5. Пусть для функции на некоторой последовательно­
сти окружностей |ц| = RN выполнена оценка (4), пусть 
т=тах[/гД0)—<з(0) ] и пусть &\* —т-допустимое пространство.

То-гда представление (5) имеет место во всяком пространстве SFm*,  для 
которого о(0)—fem(0)>e>O, причем в каждом таком пространстве остаток 
ряда (5) оценивается величиной порядка ехр(—ат7?яр), где ат>0.

4. В заключение мы приведем некоторые конкретные реализации изло­
женной выше схемы.

a) Если р=1 и hh(Q)=k, k=l, 2,..., то можно реализовать как про­
странство всех целых функций с топологией равномерной сходимости 
на каждом компакте.

b) Если р>1 и 7ц(0)=р-1 (ор)_’(1—Аг1) при р=р(р—1)“*,  g=(p—I)-1, 
то S изоморфно пространству S[p, о] целых функций типа не выше о при 
порядке р с естественной топологией.

В примерах а) и b) D=d/dz и разложение (5) сводится к ряду Ди­
рихле (1). 1

c) При р>0 и /1Д0) =oRp(l—k~l) в качестве S получаем простран­
ство Жк функций, голоморфных в круге |z | <П с топологией равномерной 
сходимости на внутренних компактах. Каждой целой функции F(k)
А (0) =1, для которой и lim А:1/р|а*|  1/й=(о/р)1/р соответствует такая
реализация пространства S, что D оказывается оператором обобщенного 
дифференцирования Гельфонда — Леонтьева (9) по функции А (А.), а ряд

(3) функции /(z) = 2j dhzu принимает вид
*=о

Res[(o/(p)<p-1(p)F(pz) ] (6)

при © Др) S с*(£) й_1/(0) + ... +р? ‘/(0)). Собственные и присоединенные 
й=о

векторы оператора в этом случае являются линейными комбинациями 
функций А(щ, z), F'(pkz)z и т. д.

d) Пространство 5^P(Q) функций, голоморфных в p-выпуклой области Q 
(10), содержащей точку z=0, получится, если в качестве {/г«(0)}1°° взять 
последовательность р-опорных функций p-выпуклых компактов, исчерпы­
вающих область Q. Разложение (3) записывается в виде (6), где F(k\ — 
функция Миттаг-Леффлера A), (X, 1), и, (ц) =</, Фр> и Ф„ — обобщенное пре­
образование Бореля функции (<р(А,) — <р(ц)) (X—ц)-1 по Ер (13). При р=1 
требование OsQ можно опустить и в качестве D получится оператор d/dz 
в выпуклой области Q.

Теорема аппроксимации 3 для пространства S«, совпадает с известной 
теоремой Л. Шварца (‘). Утверждение теоремы 3 и следствие из нее для 
пространства <%n(Q) получены ранее И. Ф. Красичковым-Терновским (“). 
Теорема единственности 2 для функции из подпространства, порожденного 
в ЖЛ (Q) неполной системой экспоненциальных полиномов, сводится к тео­
реме Ж.-П. Кахана (4). Соответствующий результат для произвольной 
функции в пространствах <Ж(О) и (при условии 0е£2) Ж,(£2) был ранее 
получен А. Ф. Леонтьевым (* 2,5в). Теорема 4 в применении к пространству 
ЖЛ дает теорему А. О. Гельфонда —А. Ф. Леонтьева (9), а для простран­
ства Ж(&) — теорему Д. Диксона (13). В случае, когда hh(Q)>0 и (4) вы­
полняется при о(0)=7ц(0)— е с любым е>0 и А>А(е), теорема 5 эквива­
лентна теореме разложения В. X. Мусояна (14), которая обобщает теорему 
А. Ф. Леонтьева (15а).

Отметим еще, что изложенные результаты позволяют исследовать раз­

ложения в пространствах функций вида /(z) = .£ <V\(z), где функции 
л=о
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Ph(z), k=0, 1,2,..., асимптотически близки к abzfi, но не обязательно голо­
морфны. При этом оператору D отвечает оператор сдвига в коэффициентах. 
Исследования таких разложений имеются в работах (15°,16).

Я искренне благодарен Б. Я. Левину за постоянный интерес к работе 
и советы, которые помогли улучшить изложение результатов.
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