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В работе изучаются краевые задачи в ограниченной области D, диф- 
феоморфной шару n-мерного эвклидова пространства, для системы диффе­
ренциальных уравнений

йсо+Х*£о='у (1)
и ее подсистем

(сН-А*) (<в*+<вп-*-1) =у*+1+у’1-'15 А=0, 1,(Ц) 

здесь d — оператор внешнего дифференцирования, * — известный (‘, 2) 
оператор нулевого порядка; X — отличная от нуля постоянная; дифферен­
циальная форма у задана и такова, что у и d^(_ принадлежат классу 
С1- “(Л), 0<а<1, а форма о» ищется в классе С2' “(2?); со* н 7* — составляю­
щие форм со и у степени к. В работе (’) показано, что на римановом мно­
гообразии без края система (1) нётерова в указанных пространствах.

Настоящая работа является продолжением работы (4), в которой изу­
чена структура систем (1) и (Ц) и поставлены следующие краевые за­
дачи.

Задача I. Найти решение системы (1Й), 2/с+1^п, класса С2, “(Л), 
удовлетворяющее на границе L^A2’ “ области D одному из следующих 
краевых условий:

Рсор=б,р на L, р—к либо p=n—k—i, (2)

где р — заданный дифференциальный оператор первого порядка нулевой 
степени, — форма класса С2' а (L).

Если область D удовлетворяет условиям: a) D выпукла по направле­
нию оси хп, б) D содержит поверхность S, заданную уравнением хп= 
=s (х'), где s (х') еС2’ “ (Q), Q — проекция области D на плоскость хп=0 и 
А' —край поверхности S, то форму и можно представить в виде а*= 
=ср1*+ф/га1А^п через формы ср, и <р2, не содержащие дифференциала dxn.

Задача II. В области D, удовлетворяющей условиям а) и б), найти 
решение системы (1А) при n=2fc+l класса С2, “(£>), удовлетворяющую 
следующим краевым условиям:

(hqA 1 /\dxn=^2 на L, (3)

Рдр1*='0'1 на L'czL, (4)

где и {J2 — дифференциальные операторы, заданные на S и в D соответ- 
■ственно, -fh и О2 — формы, заданные на L' и L класса С2>“.

Системы (1) и (1А) не являются эллиптическими, но вместе с урав­
нениями

б<вр=у’“‘, р=1, 2, ..., n, yp~1^V16*~1'y"_p, (5)

где б — оператор, сопряженный d по римановской двойственности (2), ко­
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торые вытекают из (1) и (1А), так как d2®=0, они формально образуют 
переопределенные эллиптические системы. Мы укажем условия на опера­
торы [J, [Ji и р2, при выполнении которых задачи I и II нётеровы.

Любая компонента юр системы (1) удовлетворяет также уравнению
(—A—A,2«?)<bp=Vp, ^=^+67—(6)

где —A<p=(d6+6d) ср — оператор Лапласа, ичрр=(—1) (p+1)("_p,cpp ¥ф.
Доказано_(4), что задача 1 эквивалентна краевой задаче (2) относитель­

но <вреС3’“(£>), удовлетворяющей уравнениям (5), (6). Так как фр_1^ 
=бюр—7Р_1 удовлетворяет уравнениям

(—Д—X2wp)i|)p_1=0, 6фр~‘=0, (7)
то нетрудно показать, что при задании касательной компоненты

£фр-‘=0 на L (8)
задача (7), (8) имеет конечное число линейно независимых решений, 
так что уравнение (5) обеспечивается условием (8) и требованием ортого­
нальности ф к базису решений задачи (7), (8). Тогда в силу известных 
результатов для эллиптических систем (5> е) справедлива

Теорема 1. Если задача (2), (8) для системы (6) удовлетворяет ус­
ловию Шапиро-Лопатинского, то задача 1 нётерова.

Нетрудно проверить, что оператор удовлетворяет условию тео­
ремы 1.

В частности, для системы (1л) при &=0, р=0 справедлива (7)
Теорема 2. Задача I при к—О, р=0 фредголъмова, если (2) удовлет­

воряет условию Шапиро-Лопатинского для оператора Лапласа.
Так как задача Дирихле для уравнения

Дсо°+(—1)п%2(0°=—у° 
фредголъмова, а при несобственном (—l)”?? безусловно разрешима (т), 
то имеем

Следствие 1. Задача I при к=0, р=0 и p=i безусловно и однознач­
но разрешима, если (—1)"Х2 не является собственным значением задачи 
Дирихле для оператора Лапласа.

Перейдем к задаче I при п=^2к+,1. Пусть со4 — частное решение уравне­
ния (6) при р=к. Используя вспомогательную задачу Дирихле для одно­
родного уравнения (6) при р==к, приведем, следуя (3), задачу (2), (5), 
(6) с р=к к эквивалентной системе псевдодифференциальных уравнений 
на L (вообще говоря переопределенной). Можно показать, что полученная 
система эллиптична тогда и только тогда, когда задача (2), (1^), (5) при 
р=к удовлетворяет условию Шапиро-Лопатинского (8), т. е. соответству­
ющая однородная задача на полупрямой имеет только тривиальное 
решение.

В работе (9) доказано существование псевдодифференциального опера­
тора, обеспечивающего необходимые и достаточные условия согласования, 
при выполнении которых система нётерова. Таким образом, мы приходим 
к теореме.

Теорема 3. Если задача (1Й), (2), (6) при р=к, п=2к+1 удовлетво­
ряет условию Шапиро-Лопатинского, то однородная задача I имеет конеч­
ное число линейно независимых решений, неоднородная задача разрешима 
тогда и только тогда, когда выполнены некоторые вполне определенные 
условия согласования на ^k+l и О4.

В работе (4) доказано, что задача II эквивалентна задаче (3) для эл­
липтической системы

(9)
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и краевой задаче
р)/?ф0*=й1—^1ф1 на Г (10)

относительно формы фо* (а/), удовлетворяющей системе
dV(z')=0, 6'ф?(г')=0, /ей, (11)

где R — оператор, стоящий в левой части формулы (10) в (4) при a:u=s(a:'), 
Г — граница области Q, a d' и 6' — операторы d и 6, действующие в R"-1. 
Показывается, что ф*-2=б/ф21 —у“2 удовлетворяет уравнению

(-А+А2и;)ф*-2=0. (12)
Поэтому система (9) эквивалентна первому уравнению в (9), краево­

му условию
ф*_2=0 на L (13)

и условиям ортогональности ф*-2 всем нетривиальным решениям задачи 
(12), (13), если такие имеются.

Аналогично предыдущему приходим к следующему результату.
Теорема 4. Если задача (3), (9), (13) в области D и задача (10),. 

(11) в области Q удовлетворяют условию Шапиро-Лопатинского, то од­
нородная задача II имеет конечное число линейно независимых решений. 
Существуют интегродифференциалъные условия согласования на 7*+1, йч и 
й2, необходимые и достаточные для разрешимости задачи_П, при выполне­
нии которых ее любое решение принадлежит классу С2, “(D).

Можно показать, что операторы fii—t, fa=t удовлетворяют условиям 
этой теоремы.

В случае n=3, к=1 в работе (10) получены более конкретные резуль­
таты.

Леммы 3 и 4 работы (4) позволяют получить некоторые результаты 
для систем (1ь), n=£2k~\~i, при более общих чем (2) краевых условиях

Рз<о'Ч-Мп-л-1=йз на L, (14)
а также рассматривать краевые задачи для системы (1):

^ю|г=й; (15)
здесь р3, ^4 и р — заданные дифференциальные операторы, й3 и й — задан­
ные формы класса С2’ “(L).

Аналогично предыду1цему получается
Теорема 5. Если задача (14) для системы (1А), (5) удовлетворяет 

условию Шапиро-Лопатинского, то однородная задача (ls), (14) имеет 
конечное число линейно независимых решений. Неоднородная задача (1&), 
(14) разрешима тогда и только тогда, когда yk+l, ^n~h и й3 удовлетворяют 
некоторым вполне определенным интегродифференциалъным уравнениям. 
При выполнении этих условий решение задачи (ls), (14) принадлежит 
классу С2’ “(D).

Аналогичная теорема имеет место для задачи (1), (15).
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