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ОБ ОДНОЙ СИНГУЛЯРНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. И. Векуа 11 II 1914)

Рассмотрим краевую задачу
dxjdt=fi{t, Xi,. .. , г=1, . . ., га, (1)

ъ
ФДа., Ьг; яд) + J яд(£)«Ь|д(О=£о<, i=l,...,n, (2)

а
где — <x><a<ai^bi<b<+oo, —°°<xl)i<+°o, i=l, ..., га; fi(t, xt,.. ., xn), 
t=l,...,ra,— действительные функции, заданные в области Иаъ — 
= {(i, яд,. . ., х„): a<t<b, |xt] <+°°, z=l, . . . , га}.

ъ,
x(t)dq>i(t) при ai<bt,

(rt
т(щ) при Щ = Ь;,

ФДа„ К; 1)^0, a <р;,(t) и г|д(£) — функции ограниченной вариации, соот­
ветственно на [га„ Ь,] и [а, &], при этом первые члены в краевых условиях 
(2) считаются главными.

Частными случаями задачи (1), (2) являются, например, задача 
Коши — Николетти и периодическая краевая задача.

В регулярном случае, когда правые части системы (1) либо непрерыв­
ны, либо удовлетворяют условиям Каратеодорп, задачи вида (1), (2) 
исследованы многими авторами (см. например (1,2, 5_8, 10) и указанную там 
литературу). В сингулярном случае, когда правые части системы (1), во­
обще говоря, не суммируемы по t па отрезке (я, Ь), раньше были исследова­
ны лишь некоторые частные случаи задачи (1), (2) (см. (3, 4) и (9)). В на­
стоящей заметке приведены некоторые новые достаточные условия сущест­
вования и единственности решения упомянутой задачи.

Ниже приняты следующие обозначения: К {а, Ь) — множество функций, 
определенных в области Dab и удовлетворяющих локальным условиям Ка- 
ратеодори, т. е. запись f(t, яд, ..., хГ!)^К(а, Ъ) означает, что f(t, xt,..., х„) 
непрерывна по х,,. . . , хп в Ип при почти всех i!e(a, Ь), измерима по t на 
отрезке (га, Ъ) при любом (яд,..., т„)е/?" и дЛЯ каждого ге(0, + °°)

/*(£, г) =snp{|/(£, яд,..., я:„) |: |яд|<г, к=\, . . . , n}sL(a, b).

С (а, Ь; Л, . . . , t,„), К(а, b; tt,. . . , t,„) и L(a, b; . .. , t„,) — множества 
функций, принадлежащих соответственно к С (а, [3) (С (а, — множество
абсолютно непрерывных на [а, &] функций), К(а, (3) и L(a, [3) для любого 
промежутка [а, [3]с:[щ Ь], который не содержит точек К,. . ., tm, 
С(а, b; +°°) =С(а, Ь), К(а, Ъ; +°°) =К(а, Ь) и L(a, Ъ; +°°) =L(a, b).
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V(a, P; ip) — полная вариация функции ip(i) на отрезке [а, [3], 
V(а, a; ip) =0.

Определение 1. Совокупность функций Xi(t),х,,(t), заданных 
на [а, 6], называется обобщенным решением системы (1), если найдутся 

такие числовые последовательности {a.s}fct7 п {[Зд}*^, 7=1,..., v, и по­
следовательности абсолютно непрерывных и равномерно ограниченных на 
[а, 6] функций {яд(£)}Г=1, г=1,. .., п, что
7=1, ...,v; к=1, 2,

lim (рд-ад)= lim
/<->+со А^+ОО

J \xih'(t) |Л=0,
a.jn

г=1,...,и; ; = V,

xik(t),.. . ,£„*(£))
V

припочтивсех t^[a, d]\ |J (aft, pft), i=l,...,n, и
3=1

lim xlh (t) =Xi (t) при 6], i=l,...,n.
k~++ oo

Под решением задачи (1), (2) понимается обобщенное решение системы 
(1), удовлетворяющее краевым условиям (2).

Определение 2. Пусть Л< (х), 1=1,..., г,— непрерывные линейные 
функционалы, заданные на С(а, Ь), а Ог(£), i=l,.., г,— функции ограни­
ченной вариации на [а, 6]. Скажем, что неотрицательная матрица

G(^ = (gik(i))i,)T=1, gik(t)<^L(a, b), i,k=l,...,r,
принадлежит множеству A0(Ai,..., Ar; <ц, . .., ог), если система 
дифференциальных неравенств

1=1,.

не имеет нетривиального решения x^t), . .., xr(t), Xi(t)<^C(a, Ь),
i=l,.. . , г, удовлетворяющего условиям

ъ
lAi(^i)|sC J |.Г;(7)\dV(a, t- о,), i=l,...,r.

Во всех формулируемых ниже теоремах предполагается, что

/i (/, Х1, . . . , Хп) К [(I, Ъ, tn, . . . , tivi} , i=l, . . ., п, (3)
где [a, aJU [fe{, &], либо ttj=+°°, j = l,..., v<.

Теорема 1. Пусть 0=иа<щ< .. . <nm=n,

nj~i nj

fi(,t,xl,...,xn)signxl^ J"1, gih(t) IxJ+hj (*, £ kJ j
k=n^l+i k=0 k=n}-.i+l

(4)

Ti-pu Xiy.,., xn^ ^Da i===i2j—i”F 1,,.., ]== 1, • • •, и
«J 71 j

fi(t,xi,...,xn)sigaxt>- J1, kJ, Vj kJ j
+ 1 k=0 k—rif_l + i

(5)
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j=72j_1+l,..., ng где zo=O,нри (£, <£,,... <^n)

i,h=n + (Фп ..-j + l! ■ ■ • , Фп j +b ■ • - > , j=i, • • • > mi

(6)

а функции hj(t, p0, p)^K(a, b), 7 = 1,. . ., m, неотрицательны, не убывают 
no po и p и

lim —I hj(t, p0, p)d(=O, ] = !,..., m.
p->-i-co P v

Пусть, кроме того, для каждого je{l, . . ., п} функция ^(f) непрерывна 
в точках tis, s=l,. . . , V,-.

Тогда задача (1), (2) разрешима.
Теорема 2. Пусть при любых ге{1, и № {1, . . ., v.} либо

7ise[a, a,] U (bi, b), либо t^a^bi, ipi(i)=0 и xai=0. Далее, Q-=na<Hi<... 
.. ..<nm=n,

fi(t,Xi,..., xn)sign

•ipu (t, Xi,..., xn) i=nJ_1+l,..., ng /=1, ...,m, и

j,(t, Хц.. ., z„)sign хд^ТД, .. .,xn) Ы -
ni "j-i nj

- £ 8.. 

ft = 7ly_14-i

ДТ)\xh\—hAt, V KI,
\ ^==Jk=0

- £ w)
k— 71 J_l + 1

при (t, Xt, ... , xn) ^Dabi , i=?Zj-i+l, ... ,ng j = l, . . . , m, где жо=О, функции 
g^t), i,k=nhl+l,...,nf, j=i,...,m, и hj(t,p0,p), j=i,...,m, удовлет­
воряют условиям теоремы 1, a li(t,Xi,...,xn)<=K(a, b; tn,... ,tiVi), 
j=l,..., n, неотрицательны и при любом р>0

Zip(Z)=inf {h(t,Xi,... ,хп)-. -p^xi,...,xn<p}, i=i,...,n,

удовлетворяют условиям

tjj
J lip(l)dt= + oo при ti^[a,a,} и J dt=+°° При ^е(Ь;,6]. 
tn tu-ь

Тогда задача (1), (2) разрешима и любое ее решение абсолютно непре­
рывно на [а, Ь].

Теорема 3. Пусть O=no<Hi< ... <п„, =п,

*и, ■ ■, xln) —A (t, Х21,..., х2п) ] sign (Хц—х
nj

£lk ^2k
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при (t,xsl,..., xsn)^Dna.b, s=l,2; i=rei_1+l,..., np j =

xlt,xin)-fi(t, x2i,.. .,x2„) ]sign(a:li-z21)^-
h=l

при (t, xtl,..., , X=1, 2; i=n,.,+1,..., np, j = l,..., m, где функ­
ции g»(t), k = l,..., Hj, i=nj^l+l,..., np, / = 1,..., m, неотрицательны и 
удовлетворяют условиям (6).

Тогда задача (1), (2) имеет не более одного абсолютно непрерывного 
на [а, решения.
Институт прикладной математики Поступило
Тбилисского государственного университета 30 I 1974
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