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Следствия 1°—5° этой работы дают представление о ее направлении и 
•основных результатах. Относительно неразъясненных обозначений и по­
нятий см. (3,5,9). Всюду далее а, р, а, б, <и — ординальные числа и т, A, v, 
р — кардинальные. Обозначим через структурное объединение т
экземпляров семейства & подмножеств из X * и пусть \/x,s/= 

Х<т}. Положим рт’=Ё{|У: Х<т}. Ясно, что |V^l = и 
| Vr*̂|  = |^|T*.

* Пусть Ф — система семейств подмножеств пространства X, Ф=П{^: ТеФ) 
и л^—проекция Ф на Тогда положим V {.У :.У'е:Ф}={и{п5-(/1): Уеф}: АеФ}. 
Если 1Ф1=т и s4-=&~ для всех ^сф, то положим VTt$$=V{£F: .Теф}.

** Семейство ?Г назовем л-сетью А в X, если для всякого открытого в X множе­
ства U=>A существует непустое такое, что Ji~U. л-Сеть 27~ из открытых мно­
жеств называется л-базой А в X (5). Положим л%(У1Х) =sup {л/(г/, X); yeXY<=X}. 
Ясно, что лх(Х1Х)=л%(Х). Аналогично определяются х(У1Х), 7г(У1Х) и т. п. Семей­
ство — л-сеть в X, если ■— л-сеть г в X для всех х^Х (6).

Теорема 1°. Пусть X — бикомпактное пространство, 1(Х)=СК0 и 
■ф (X, X) 'г' К1 для всякого замкнутого Е^Х. Тогда s (X) < К 4.

Доказательство. Предполжим, что для всех cc<o/<(Oi уже опре­
делены Fa — замкнутое в X множество и XX — псевдобаза Fa в X такие, 
что s(Fa)<Kt и Построим Fa' и Ж»'. Положим ^a'=U{^a: а<
<а'} и для всякого UsE\/m,Sa' такого, что UXX, зафиксируем ж(К)е 
^X\U. Положим Sa' = {x(U)-. ИеХ\/ш$а,, U=AX}, Fa'=[SaMU {Fa: а<а'}1 
п пусть &а' — псевдобаза Ха- в X такая, что |^а- | < Так как 1(Х)=^К0, 
то F=U{Ea: а<(01} замкнуто в X и в силу построения F=X и s(X)^K,. 
Аналогично, $(/?)< К, для всякого замкнутого Н^Х и, следовательно, 
(%8е) «(х)^.

Следствие 1°. Плотность совершенно-нормального бикомпакта
Метод, излагаемый далее и являющийся модификацией и уточнением 

рассуждения из теоремы 1°, наряду с повыми утверждениями дает единый 
подход к доказательству ряда хорошо известных результатов.

Определения и обозначения. Пусть L'~X^M и .У — семей­
ство множеств из X. Будем говорить, что L т-симметрично (-^-симмет­
рично) М относительно семейства если L~A^-=^A^M для всех 4е\/ 
(4е\/; Е т-с-симметрично М (т*-с-симметрично)  М относительно 
«5$, если Lcz[А]-<=>■[А] =>М для всех 4eV3 (Аеу^), Положим 
Vi(X)=min{r: [М] =11 {[Л/]v: v<r} для всех М<=Х}; Vc(X) = 
=min {т: 13) | <т для всякого дизъюнктного семейства Зд открытых в X 
множеств}; Vic (X)=min {т: всякое открытое покрытие -5s содержит под­
покрытие такое, что |^'|<т}. Назовем семейство $ открытых
в X множеств sn-базой А в X, если A<=[U{В<^ЕЕ BcMJ}] для всякого от­
крытого в X множества U^A. Положим sn%(A, X)=min{|^|: & — sn-база 
А в X} **.

Лемма 1. Пусть L т*-симметрично  М относительно семейства ЕЕ 
подмножеств из X, Vic (Х)«5т и М^Н, где H=\){F: F^SF] замкнуто в X 
и & — псевдобаза F в X при F<^3~. Тогда и L^H.
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Доказательство. Если x0^L\H, то по условиям существует 
для которого JfcU{C7: U^Pj'^Xo и \£Р\ <т, что противоречиво, поскольку 
Z< т*-симметрично  М относительно 9L

* Теоремы 1 и 1°' справедливы и для р-пространств. Для линейно упорядочен­
ных пространств неравенство s(X)E?c(X)+=c(X)+, которое легко следует из теоре­
мы 1, было доказано в (12), а также в (13а, 9б). Автору неизвестно, однако, верно ли 
утверждение теоремы 1 в классе всех 7'з-пространств. Более слабое утверждение 
s(X)<2c<x) справедливо для Тз- (и) и даже для Т2-пространств (14) (см. также (9а-))- 
«Следствие 1 дает положительный ответ на задачу, которая ставилась как А. В. Ар­
хангельским, так и И. Юхасом.

Лемма 2. Пусть L х*-с-симметрично  М относительно семейства 
подмножеств Т^-пространства X, Vc(X)<t и Af<=[#], где H=\J{F: F<se.9~} 
и 91 — вл-база F в X при F<^&~. Тогда Та[Н].

Доказательство. Если Л\[#]#=Л, то существует открытое в X 
множество U такое, что CTTIZ^A и П<=Х\ [ U] —V. Очевидно, что тогда Af<= 
<=[П]<=[[7{В^97: BcV}]i=X\[7 и, следовательно, существует для
которого |iZ)|<Vc(X)<r и A/<=[U{b’: ]<=Х\£7. Однако это приво­
дит к противоречию, поскольку L т*-с-симметрично  М относительно SL

Положим Log?. T=min{v: t<V}, 7п(т) =LogT т, Lnr=Log2r и отметим 
ряд полезных свойств функции Logx т.

1) ттг(т) — регулярный кардинал и 7и(т)<cf (т). Действительно, 
пусть 77i(t)=E{v: veC}, где |C|=cf (ттг(т)) и v<m(r) при veC. Тогда 
T<Tm(T)=Tzlv:vsC)=n{'rv: veC}=TicL Следовательно, т<т|с| и |С|>7п(т). 
Ясно также, что т<тс'(т>.

2) m(T)Ccf (Ln (т))<Еп (т)<т. Доказательство аналогично.
3) X<Ln (2х) =7n(2x)<cf (2Х)<2Х и Ln (2х) регулярен. Достаточно по­

казать, что Ln (2х) <777 (2х). Действительно, положим 77г(2х)=т. Тогда 
2Х<(2х)т=2Хт=2т и, значит, Lii(2x)<t. Так, если 2V=2X> при v<2x>, то 
2х» регулярен.

4) tv*= t<=^v<7?2(t).
4') Если v регулярен, то rv*=  (rv‘)'”.
Предложение 1. Пусть Y<=X и: 1) Vt(X)<cf (т); 2) Vic(X) = 

=v<77i(t); 3) ip([S]x, FU[5]X)<T для всякого ScY такого, что |5|<т. 
Тогда s(Y) <т.

Доказательство. Предположим, что для каждого а<а'<т уже 
построены Sa<=FY, Fa=[Sa] п семейство открытых в X множеств такие, 
что: а) |5а|<т, Ь) |^а|<т, с) {(УиХа) ПС/’: С/е^Д — псевдобаза Fa в 
УиЕа. Положим ^а-=и (9?а: а<а'}, Sa’ = {x(U): U\/^a-, Y\U^=X}, где 
ж(С7)еУ\С7, Ba'=5a-UU {Sa: а<а'} и Еа,=[5а.]. В сплу а), Ь) и 2) 
|Ва'|<т и в силу 3) существует семейство 9а’, отвечающее условиям Ь) 

и с). Таким образом, можно считать построенными множества S= 
= U{5a: а<т}<=У и X=U{Fa: а<т}. Но F^Ff, прп а<ф<т и в силу 1) 
В=[5]. Кроме того, по построению S у*-симметрпчно  У относительно 
семейства ^=U {&а: а<т}> поскольку v<777 (t) <cf (т) и \/^= 
=u{V v* а<т}. Значит, по лемме 1 УсЕ=[£] и, следовательно,
а(У)<|5|<т.

Теорема 1°'. Пусть X — бикомпакт и Z~X. Тогда s (Z) < (t(X)c(Z))+.
Доказательство. Существует У—У такое, что Z<=[Y] и ic (У)< 

<c(Z) (9а). Следовательно, гр([5]х, Уи [5]х)<лс(У) для всех SczX, и,
положив t=(7(X)c(Z))+, в силу предложения 1 получаем s(Z)<х(У)<т. 
Но поскольку c(Z')^c(Z') для всех Z'<=Z, то п s(Z)<t. Кроме того, 
i(X)<c(X) (Зв,9а) и справедлива

Теорема 1. Пусть X — бикомпакт. Тогда s (Х)<с(Х)+ *.
Следствие 1. Плотность наследственно суслинского бикомпакта < X,.
Заметив, что ф.(Р, Х)< (|F|ф(Х))1С(Х> (2) и |E|<s(X)M(x> (36) для 

всякого замкнутого Fc-Х, и положив в условиях предложения 1 У=Х 
и т='ф(Х)м<х)1с<х), получаем известную теорему А. В. Архангельского о 
бикомпакте с первой аксиомой счетности (За). (Другое доказательство 
этой теоремы дано В. И. Пономаревым (1в), см. также (1з6,8,’) •)
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Теорема 2°. |Х|=^(Х)ад)10<х> О-
Утверждение 1. sw(X)^tyw(X)v lc(x)*=^ipw>  (X)lc(x).

* Следствие 2 дает положительный ответ на вопрос А. В. Архангельского (см_ 
Proc. Ill Prague Symp.).

Доказательство. Пусть Х1 — псевдобаза в X. Положим т= V ic(X) 
и Нетрудно проверить, что ^~={X\U: U^S} — сеть в X.

Т ео р е м а 2. Пусть Х—Т2-пространство. Тогда |X|^2’tw‘(x)lc<x).
Доказательство. Если Z—Т^-пространство, то sw(Z)<x|«p(Z)1c(z)^ 

^S(Z)HZ)1C(Z) (см. (9а)) щ следовательно, |Z|^s(Z)1(z>lc<z>«2). Таким обра­
зом, если ZcX и X—7'г-пространство, то tp([Z], X)=^s(Z)1(x>lc<-x>’l’<x). Поэто­
му, положив в условиях предложения 1 Y=X и т=2г(х) 1с(х)'1'(х), получа- 
ем5(Х)Сти |Х|<т.

Следствие 2. Мощность финально-компактного Т ^-пространства 
со счетным псевдохарактером и счетной теснотой не превосходит 2Хо*.

Предложение 2. Пусть Х—Т3-пространство, Й~—п-сетъ в У<=Х 
«лХ(У, Х)Ст для всех F^&~ и Vc(X)=v^7ra(x). Тогда существует 
такое, что и У<=[1){Е; FeiF'}].

Доказательство. Пусть для всех а<а'<т уже построены семейст­
ва и такие, что: а) Ь) | Мб | =Ст; с) Жх—sn-база F в X
для всех F^&~ri_. Положим ^«>=11 {&а: а<а'}, ZFX={F(U): U^Vv.§a’,Y\ 
\[П]^А}, где F(U)cY\[U] и Г(П)еМ, <,=U {$F: где &Р-
—хл-база F в X такая, что |^. |Ст. Легко видеть, что семейства и 
отвечают условиям а) — с). Таким образом, можно считать, построенными 
^■'=11 (И~а: а<г}<=^~ и A =U {F: Fe.T'}^Y, По построению и в силу утвер­
ждения 1 А т*-с-симметрично  Y относительно ®’=U{S’a: а<т}. Следова­
тельно, по лемме 2 У<=[А], и так как |Мл|^т, то доказательство завер­
шено.

Теорема 3°. Пусть Х—Т ^пространство и YczX. Тогда и;([У])^5 
< лХ (У | X) (У | X) (У | X)

Доказательство. Так как Vс(X) — регулярный кардинал (5) (см. 
также (15)) и snX(;r, Х) = лХ(;г, X) для всех х^Х, то, положив в условиях 
предложения 2 &~—{{у}: y=Y}, Vc(X)=v и T=nX(y|X)v‘, получаем 
з(У)^т. Ясно также, что существует &—л-база у в X для всех уеУ такая,, 
что |S?|<s(y)-nX(y|X)<T. Положим , [У]=Е и 3^={Fn[U]: L'eFv,g?}. 
Остается проверить, что &= {F\ \F\H]: — база в У.

Теорема 3. Пусть Х-Т3-пространство: Тогда ги(Х)^1щ(Х)^ 
<л%(Х)‘<Л

Следствие 3°. Если Х—Т^-пространство с условием Суслина, УсХ и 
лХ(г/, Х)^2Х" для всех y<=Y, то w(У)=^2Х°.

Следующая теорема приводится без доказательства.
Теорема 4. Пусть Х—Т2-пространство и У<=Х. Тогда лХ(У|Х)^7г(У| 

|Х)£(У) и, в частности, nX(X)=5/i(X)£(X).
Следствие 4. Если X— бикомпакт, то лХ(Х)^£(Х) н, значит^ 

ли> (X) ^s(X) i(X). Так, наследственно сепарабельный бикомпакт обладает 
счетной л-базой.

Из теорем 3°, 3 и теоремы 4 вытекают следующие утверждения.
Теорема 5°. Пусть Х—Т.-пространство и Y<=X. Тогда w(Y)^(h(Y\ 

|X)t(У))и если [У] =Х, то wl(X)<(h(У |X)t(У))cU).
Теорема 5. Пусть Х—Т3-пространство. Тогда w(X')^Wi(X')^ 

^(h(X)t(X))cW.
Следствие 5. Если X —бикомпакт, то w(X)=£iPj(X)<i(X)c(i)^ 

<е(Х)с(х).
Из теорем 3° и 5° легко следует
Теорема 6. Пусть Х—Т3-пространство и У-Х. Тогда: а) IУI 

<(2Л(У|Х))С<Х,М(Г); в) | У | Сл/ДУ |Х)с(х)*< г).
Следствие 5. Если X —бикомпакт, то ?z?(X)^zz?1(X)Ci(X)c(xM 

алъное пространство Y<=X и х]ДУ, X)s£2x°. Тогда | У|<2К°.
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В случае Y=X следствие 6 дает результат А. В. Архангельского о мощ­
ности секвенциального бикомпакта (зб). Кроме того, неравенства теоремы 
6 и при Y=X уточняют в классе Гз-пространств оценки соответственно из 
Г) И (“•’).

Обозначим через LH и GLH соответственно гипотезу Лузина (Ln(2!'°) = 
= К1) и обобщенную гипотезу Лузина (Ln (2т)=г+ для всех т) *.

* В (9в) вместо LH использовалось обозначение CH.

Если X —бикомпакт, то Х=[{х: %(z, X)<Ln(|X|)}] (см. (10)). По­
этому из теоремы 3° следует

Теорема 7 (GLH). Пусть X—бикомпакт и |Х|^2Т. Тогда w(X)^ 
(X)

Следствие 7 (GLH). 1). Если X —бикомпакт с условием Суслина и 
|Х|^22', то 1с(Х)<гщ(Х)<2т. 2) Если X' — пространство с условием Сус­
лина и w(X')>2\ то | bX'l >22z для всякого хаусдорфова бикомпактного 
расширения ЬХ'.

Из лемм 2.1, 2.2 работы (?в) и теоремы 3 вытекает
Теорема 8 (LH). Пусть X —нормальное пространство с условием 

Суслина и nx(X)=C2K“. Тогда X — коллективно нормально.
Рассуждая, как в (9п), и учитывая регулярность Ln (2х), получаем сле­

дующее утверждение.
Теорема 9. Пусть X — нормальное пространство с измельчением. 

Тогда и?(Х) <Ln(2'm), и если с(Х)^К0, то zp(X)<Ln(2x")^2x'1.
Автор выражает глубокую благодарность акад. П. С. Александрову за 

внимание и поддержку. Автор признателен также В. И. Пономареву за ин­
терес к этой работе.

Примечание при корректуре. Справедлива следующая
Теорема 10. Пусть X — наследственно нормальный бикомпакт. Тогда 

Х=[{х<=Х: л%(а:,Х)<Ко}].
Из теоремы 4 легко следует
Теорема 4'. Пусть X —бикомпакт. Тогда t(X)=nx(X), г^е л%(Х) — 

=sup {n%(iX, X): х^Х} и пу^{х, X)=sup {лх(я, У): хеУс=Х}.
Московский' государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 10 I 1974
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