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При исследовании ряда прикладных задач возникает необходимость 
расчета тепловых или иных полей в телах с периодической структурой 
(пример из (*), периодически перфорированные пластинки и оболочки (а), 
полимеры (3), интегральные схемы, антенны, большой дом или город).

Искомое решение часто хорошо приближается суммой периодической 
составляющей и гладкой составляющей, удовлетворяющей уравнениям, 
соответствующим некоторым осредненным характеристикам среды. В ряде 
случаев коэффициенты таких уравнений получены в (2). В настоящей ра­
боте для линейного случая предполагается единообразный подход к вы­
воду этих уравнений, основанный на идеях метода осреднения (4).

Изложение проводится в предположении, что искомые величины удов­
летворяют системе уравнений второго порядка. Случай, когда область пе­
риодичности —некоторый параллелепипед в пространстве переменных 
X=(a:i,..., хт), сводится линейной заменой переменных к случаю, когда 
область периодичности — куб со стороной Д и осями, параллельными 
координатным.

В дальнейшем ЗХ — оператор дифференцирования по переменной ж;, 
Ф — по переменной t. Большими латинскими буквами обозначаем функ­
ции (матрицы, векторы), периодические по каждой из пространственных 
переменных х,,..., х,„ с периодом Д, малыми латинскими буквами — функ­
ции, не1 зависящие от Д.

Будем обозначать через [А] среднее значение какой-либо функции А 
по периоду, а через А — ее значение, соответствующее осредненным урав­
нениям.

Рассмотрим систему уравнений
L(o=f, (1)
L=L2+Z/1+Z/0, 7>2й=—S5i(Ai^j©),

L(Jco=()co;

co, f — векторы-столбцы размерности n, Ац, Bh C}, Q — матрицы размерно­
сти nXn, суммирование no i, j в пределах [1, п]. В приложениях типичен 
случай разрывных коэффициентов. Поэтому равенство (1) понимается 
как обобщенное в смысле С. Л. Соболева:

J ((А,М®, 0;Ф) - (В3®, 03Ф) + (СМ-со, Ф) +

+ (<?со, Ф) — (f, Ф)) dX=Q, dX=dXi... dxm,

для любой финитной функции Ф из С,».
Функцию со2, удовлетворяющую приближенно уравнению (1), ищем 

в виде
®2=v+if1+42, ф1=Д (Aov+A^3v),

ф2=Д2 (A00v+A0,W+MMW).
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Подставляя <о2 в (1) и требуя совпадения членов порядка Д'*1 и 1 в 
правой и левой частях, получаем систему уравнений

AZ2(2Vo)+^A=O, ДЛ2(М)+^Ш=0,(2)
Zv=f, Г=Г2+Г1+Г0, (3)

Z2v=4,^i®jV, Z1v=B^ljV,

Lov=Qv,
где

Ац=Ац=’/2 ([^Гц] + [Л-;,]), J ;=4,;+АЛ 

Bq= [ длдда0+дс^дд+5,+с?],

?=[9+АСЖ1;

многоточием означены уравнения относительно матриц N^.
Пусть матрицы Ац симметричные и А^=Ац при всех г, /, в некоторой 

подобласти Q/ все Л,у^0, элементы матриц Л1;. Ch Q равномерно огра­
ничены.

У (дда.адйх

j Д-U) dX ' Р
°д\пд'

(4)

прп периодическом векторе U из и знаменателе, отличном от нуля.
Теорема 1. Тогда системы уравнений (2) разрешимы и все коэффи­

циенты оператора L конечны. При этом оператор L- самосопряженный и 
сильно эллиптический.

Условия теоремы, в частности, выполнены для системы уравнений 
теории упругости. Рассмотрим нестационарные задачи

5>0, (5)
W2®+XS)(o-!-L®=f, Я>0, f=f(t А*\ (6)

оператор L тот же, что и в (1), условия теоремы 1 выполнены. В случае 
(5) добавляем в ф2 слагаемое Д2Ло, -i^v, а в случае (6) — слагаемое 
А2(У0,-i^52v). Можно показать, что соответствующие системы 
(2) разрешимы и осредненпые системы (3) имеют вид

[S]0v+Zv=f, (7)

[2?]^2v+[X]^VT-Zv=f, (8)

оператор Z тот же, что и в (3).
Приведем формулировки теорем, показывающие, что уравнения (3), 

(7), (8) имеют основания быть рассматриваемыми как правильные ос- 
редненные уравнения. В дальнейшем в формулировках теорем предпола­
гается ц(£2д')=0; это соответствует отсутствию непроводящих прослоек 
в задачах распространения тепла и отсутствию пустот в задачах теории 
упругости; также предполагается Zi=0. <2^0 и выполнены условия теоре­
мы 1.

В дальнейшем S — область в пространстве переменных (яд,. .., хт), 
удовлетворяющая условию конуса, граница которой Г состоит из конечно­
го числа частей из некоторого класса Ляпунова Л^с, X). Пусть со — ре­
шение (1) при граничных условиях (o|r=g, v —решение (3) при тех же 
граничных условиях.
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Теорема 2. Пусть п=1, ?тг<4, veW/, q>2m/ (4—m). Тогда ||и—v||c= 
=0(Д).

Теорема 3. Пусть п=1, m^3, q>m/2, g^C.M р>0. Тогда
II®—v||c-»-0 при Д-*0.

Для задач теории упругости требуется получение приближенного ре­
шения с малой погрешностью в производных. _

Теорема 4. Пусть сеИ7,1, q>m. Тогда ||®—®1||и-2‘=О(}/Д), где ы‘‘ = 
=v+if1.

Теорема 5. Можно указать р(а, р)<°° такое, что ||(о—при 
Д->0, если b=LP, уеИу.

Рассмотрим нестационарный случай.
Теорема 5. Пусть v — решение (7) в области [О, ZJXZ при задан­

ных значениях v(0, X) и v(7, X) |г, со — решение (5) при тех же условиях. 
Если veC4, то

max С ((ю—со1, ю—®‘) + (^5Д®—®‘), ®1)))<7Х=О(Д).

Теорема 6. Пусть v — решение (8) в области [О, TJXS при заданных 
значениях v(0, X), <2>v(0, X) и v(i, X) |г. Пусть <р(Х) — решение уравне­
ния Zcp—f(0, X) при граничных условиях <jp|r=v(O, X) |г и ® — решение 
(6) при начальных условиях ®(0, X)=tp(X), (Z5(o(0, X)=S5v(0, X),. 
®(i, X) |r=v(i, X) |r.

Если y^Ci, to

max f ((,® (oj—oj j. XH oj—co1))-I-) )cZX=O ( A). 
0<i<T »
Приведем пример осреднения граничных условий иного типа. Пусть 

в прямоугольнике (Xar^Xi, (X.rL=CX2 решается краевая задача £2®=f 
при условиях ®|I1=o=gi, ЛМ® |I1=^1=g2, на границах z2=0 и х2=Х2 за­
дано условие контакта: нормальная составляющая вектора ® равна нулю 
и вектор А2^5® направлен по нормали. Пусть и решение уравнения 
L2y=f при граничных условиях, получающихся из заданных заменой 
A ij на

Теорема 7. Если у^С\, то ||©—w’llw^O при Д->0.
Обратим вниманпе на следующее обстоятельство. Если положить 

Mj—^Nj-^-XjE, то имеем
(v+ф1)«3),у,

Функциям Mj и последнему соотношению можно придать определен­
ный физический смысл.
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