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1. Пусть С ([а, Ь], х2) есть пространство функций, определенных на 
всей оси, непрерывных на отрезке [а, Ъ], непрерывных справа в точке 
х=Ъ, слева в точке х=а и растущих на бесконечности не быстрее, чем х2. 
Допустим также, что Ln, п=1, 2,...,— линейные положительные опера­
торы, определенные на множестве С ([а, Ь], ж2).

Хорошо известна следующая теорема (*)  (об ограничениях на рост 
функции см. (2)).

Теорема П. II. Коровкина. Если равномерно на отрезке [а, &] 
L„ (t\ х) -+xk, к—0, 1, 2, то равномерно на этом отрезке L ,(f, x)->-f(x) для 
любой функции f(x) ([а, &], х2).

Нетрудно видеть, что функция f(x) принадлежит к более узкому клас­
су, чем класс функций, непрерывных на [а, &], сходимость же последова­
тельности Ln(j,x) к /(х) (равномерная на отрезке [а. Ь]) понимается 
именно в смысле сходимости в этом последнем классе. Чтобы выяснить, 
какое влияние оказывает рост функции f(x) на сходимость последова­
тельности операторов, попытаемся сформулировать теорему типа Г1. П. Ко­
ровкина в несколько иной форме.

2. Для каждой возрастающей функции ф(г)еС,_хх обозначим через 
Ср пространство функций f(x), определенных (и непрерывных) на всей 
оси и удовлетворяющих условию |/(л') |=^Л7/[ф2(2:)+1]=Л/р(л-). Легко

нормированное пространство. Сходимость в Ср определим как обычно: 
/п (^) в Ср, если ||f„-/Цр^О.

Очевидно, что для сходимости fn(x) к нулю в Ср необходимо и доста­
точно. чтобы |/„ (ж) | =Се„р(ж), где е„->-0 при

Мы будем иметь дело с линейными положительными операторами 
(л.п.о.). действующими из Ср в Ср. Нетрудно показать, что такой оператор 
непрерывен (ограничен). Кроме того, для того чтобы л.п.о. 3?, опреде­
ленный на множестве всех /еСр, действовал из Ср в Ср, необходимо и 
достаточно, чтобы S (f, х)^С{~^. VjfeCp и Z (р, х~)^Мр(х).

Проблема сходимости в Ср. Пусть последовательность л.п.о. 
Zг, (Ср-^Ср) удовлетворяет трем условиям

НЗ’Дф'Д!), х) — ф'Да:) ||р-*0,  7с=0, 1, 2; (1)
Можно ли утверждать тогда, что для любой /еСр 

ж)-/(х)

Утвердительный ответ представлял бы собой теорему типа П. П. Ко­
ровкина в Ср. Однако, как мы сейчас покажем, для любой функции р(ж) 
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(р(ж) = Ы-ср2(ж), фЕС(^„. ф|оо) существует последовательность .т.д.о. 
из СР в С(„ удовлетворяющих условиям ( I), и существует функция из С:. 
на которой эти операторы не удовлетворяют соотношению (2).

Положим, не уменьшая общности, что <р(0)=0 и введем обозначение

ф2 (л) ф2 (ж)
I (ж; ф, /) == /U+1) —2/ (.г) + - , / (ж+2).

Ф (ж-t-i) ф’(ж+2)
Определим последовательность операторов, действующих на функциях 

f^CP, по формулам

2’n(f,x)=f(x) + 1(х; ф,/),

S’,, (f, х) =f (х) + 1 (ж; ф, /),
4

если

если

S’nU, x)=f(x)- если г^О.

Нетрудно проверить, что операторы ЗД обладают всемп требуемыми 
свойствами, но для функции /* (ж) =ф2(ж) cos лх, принадлежащей Ср,

* Если pi(A:) =1 + r(k), то в (3) можно взять 1, Vr и г.

lim ЦЗ’Д/*,  x)-f’(x) UpSsl.

Отрицательный ответ на проблему сходимости приводит к необходи­
мости установления некоторых аналогов теоремы II. П. Коровкина, на 
которых мы и остановимся.

Теорема 1. Если для последовательности л.п.о. Е,,(СР~^СР) выпол­
нены условия (1), то ||Л„(/, x)—f(xY.;^0. для любой функции

j(x)
для которой существует конечный, пыеоел lim —

Доказательство этой теоремы мы опускаем.
3. Следующие результаты также справедливы для л.п.о., действую­

щих в Ср, однако для простоты изложения мы ограничимся рассмотрени­
ем более подробно частного случая, когда элементами Ср являются комп­
лексные числовые последовательности {а-} такие, что |щ|^Мр(А:). к = 
=0, 1, 2,. . . Вместо С мы в этом случае будем писать 91р. Кроме того, мы 
не будем прибегать к функциям ф (х), считая с самого начала, что р(,т) 
возрастает при .г^Л. о(0) = 1 и lim р(ж)=+о°. Для удобства будем поль­
зоваться векторным обозначением, полагая a={aft}. Всюду в дальнейшем 
мы полагаем р={р(А)}, Ур={Ур(*)},  1 = {1}. Отметим также, что мы бу­

дем писать а<Ь. если sup - ^N< + <x>,

Очевидно. что условие ае91р равносильно условию a<Sp и, если р«р_. 
то 3!.. . В дальнейшем будем считать, что pi<р2. Результат применения
оператора .4 к вектору а={ат} мы будем обозначать, как обычно, симво­
лом ,4а, а к-ю компоненту вектора Ла —через (Ла);,, или (Л {с .} к. 
Обозначим еще через Л.,- множество векторов aeJCp, все координаты ко­
торых н еотрпцательны.

Определение. Линейный оператор Лназовем полежи­
те л ь н ы м, если Л31:,л =Лр,“.

Теорема 2. Если для последовательности л.п.о. Л„(Лр,^-пол­
нены три условия *

Ф4,,1-1||;>^0, ||Л ,,Ур1-УрЛР2->0, M^-pJL-^O. (3.) 
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то Л„а-*ае91 Р1 в любом пространстве если только

R={#(/c)}, lim =0.
R\k)

Мы дадим лишь общую схему доказательств этой теоремы и двух 
основных лемм.

Лемма 1. В условиях теоремы 2 существует пространство та­
кое. что для любого аеЛР1

П Л„а—aflq-’-O,
Доказательство. Так как рДА) возрастает, то для любого аей, 

при любых тп и к
lam-akl^ 16М Р1^ (Ур1(т)-Ур1(/с))2, (4)

где ДР1 (к) =min{]/p1 (к) — Vpi(k—i); j'p, (k+1) —Урх(к)}.
Используя критерий сходимости последовательности в Э1Р (см. п.2), из 

условий (3) можно вывести неравенство
(Л„ {(Vp! (тп) —Vpi (к))2}) й==£4е„р2 (к) р! (к). (5)

Следовательно, в силу (4), (5) и (1)
1

I (Л,,а) atiI <64Л/е„р2 (к) р/ (ft) .
Apl \К)

Остается положить g(^)=p2(/c)pi2(fc)
1

Др,2 (АС
q={fZ(/c)}n заметить, что5

p2«q.
Л е м м а 2. Пусть W„ — линейные операторы из 91Р1 в Э1Р2, нормы ко­

торых равномерно ограничены. Тогда-, или для любого R, p^R имеем 
lim ||Иля||Р1-»и>0, или lim || Wn||Р1^п=0 для любого R такого, что 
"lim [p2(k)/R(k)]=0.
k^ + <x,

Доказательство. Полагая
1(ИС.а)Д

sup sup----- ---- =<p„(s),
||а|| Р1 = 1 ft<Cs p2W

замечаем, что или lim<p„(s)>0 для какого-то фиксированного 
п~+ оо

lim ($) =0 для любого фиксированного s.п -> ос

s, или

После этого лемма немедленно следует из неравенств

<pn (s)inf =С||Wn||P1^B^(pn(s) +1|WnIIP1^P2 sup•
R(k) ft>8 R(k)

Доказательство теоремы 2. Если Е — единичный оператор, то

||Л „а-a||R=|| (И„-£)а||п<|.4п-^||Р,^||а||п.

В условиях теоремы нормы операторов Ап—Е равномерно ограничены, 
а в силу лемм 1 и 2 ||Л„—ZTHp.^R-^O.

4. Заметим, что непосредственные применения к известным операто­
рам, папример, С. Н. Бернштейна — Хлодовского, Г. М. Миракьяна и др., 
дают новые результаты для них. Кроме того, нетрудно, как и в (2), дать 
общую конструкцию операторов в Ср, удовлетворяющих условиям (1). 
Укажем еще одно приложение полученных в п.З результатов.

Пусть 91 — пространство регулярных в |z|<l функций, а ^ — мно­
жество всех /е91, тейлоровские коэффициенты которых неотрицательны. 
Линейный оператор В (91 ->-91) назовем ^-положительным, если /?91+—91+.

1003



Теорема 3. Для того чтобы последовательность линейных к-по.ю- 
(в Я) 

жительных операторов обладала свойством Bnf(z) —для
V/eSl, с тейлоровскими коэффициентами из SR1+v, необходимо и достаточ­
но выполнение трех условий

Справедливы и более общие утверждения о сходимости операторов в 
классе функций с коэффициентами из Э1Р. Кроме того, нами установ­
лены аналоги общих теорем II. П. Коровкина (см. (*),  стр. 45—53) для 
линейных ^-положительных операторов.

В заключение, пользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность 
М. А. Евграфову за ценные советы и обсуждения.
Институт математики и механики Поступило
Академии наук АзербССР 9 III 1974
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