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1. Хорошо известно (*), что гармонические координаты удовлетворяют 
общековариантному уравнению д’Аламбера

g^VaVp<p'*>=0, (1)

где q/1*’— гармонические координаты. В настоящей статье греческие 
индексы принимают значения 0, 1, 2, 3, латинские — лишь 1, 2, 3. Приня­
та метрика с сигнатурой (— + + +).

В работе (2) было введено понятие гармонической системы отсчета, 
согласно которому для гармоничности системы отсчета необходимо, чтобы 
уравнение (1), записанное в произвольных координатах, принадлежащих 
исследуемой системе отсчета, имело три линейно независимых решения 
(интерпретируемых как гармонические координаты) при условии

Vo<Pw=O. (2)

Будем (следуя А. Л. Зельманову (3,4)) считать, что задана система от­
счета, если определено поле единичных (и одиночных) времениподобных 
векторов Ъа (так называемых монад), касательных в каждой точке кон­
груэнции мировых линий частиц, составляющих эту систему отсчета. 
(Используется слабая гармоничность.)

Таким образом, система отсчета, определяемая некоторым полем монад, 
будет гармонической только в том случае, если в ней интегрируется систе­
ма уравнений

,V i;(p=F“V acp, (3)

&“Va<p=O, (4)

где ha^=ga^+babs‘ — метрический тензор трехмерного пространства отсчета, 
a — взятый с обратным знаком вектор ускорения данного
пространства отсчета относительно локально геодезической системы отсче­
та, мгновенно сопутствующей исследуемой. Отметим, что уравнение (4) 
является следствием условия (2), а уравнение (3) получается после не­
сложных математических преобразований (при учете (4)) из (1).

Согласно теории дифференциальных уравнений, для нахождения усло­
вий интегрируемости системы (3), (4), необходимо составить коммутатор 
из операторов и aVр—а и применить его к ср. В результате
этой операции получим

O“PVaV₽<P=[/ia (E,-^VM) (^“-‘/^“D)-

(Z/V^-^V JA) ] V,cp-AeVscp, (5)

где Dat=l/z(haiLS7lib^+h^Vliba').
Если это уравнение представляет собой непосредственное следствие 

уравнения (3), то изучаемая нами система уравнений вполне интегрируе­
ма (5). Если это не так, то к уравнению (5) следует снова применить опе-
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ратор &aVа и проверить, не является ли вновь полученное уравнение не­
посредственным следствием выражений (3) и (5). Вообще говоря, этот 
процесс можно было бы продолжать до бесконечности. Однако в этом нет 
необходимости. В самом деле, нас должны интересовать только такие ус­
ловия интегрируемости системы уравнений (3), (4), при которых эта 
система имеет три линейно независимых решения. Но такое требование 
будет удовлетворено только в том случае, если полученные условия ин­
тегрируемости не будут накладывать никаких ограничений на первые 
производные от <р. Это хорошо видно из следующего рассуждения. Если 
условия интегрируемости не накладывают ограничений на первые произ­
водные от <р, то всегда можно задать на некоторой локальной гиперповерх­
ности три набора независимых значений этих производных, что и приводит 
к выполнению нашего требования. С другой стороны, уравнения (3), (5) 
и все остальные, получающиеся из них при отыскании условий интегри­
руемости, можно рассматривать как алгебраические системы линейных 
уравнений относительно девяти неизвестных

ViVfctp; V*<p. (6)
Их количество будет именно таким, так как согласно (4) любая производ­
ная по х° от <р выражается через пространственную производную.

Уже из такого подхода видно, что полное число независимых уравне­
ний в системе не может превышать девяти, так как в противном случае 
она будет несовместной. Но три неизвестных такой системы, являющиеся 
первыми производными от ф, должны принимать произвольные значения. 
Поэтому число уравнений, которые надлежит исследовать, сокращается до 
шести.

2. Так как согласно теореме Римана (6) гармонические координаты 
могут быть введены в любом пространстве, то аналогичное утверждение 
может быть высказано и о гармонических системах отсчета. Весьма часто, 
особенно при физических экспериментах, необходимо использование си­
стем отсчета, позволяющих синхронизировать часы во всем пространстве 
или в некоторой его части (так называемых синхронных систем отчета (7)). 
Но при исследовании уравнений Эйнштейна во многих случаях применя­
ются гармонические координаты. Поэтому представляется интересным 
изучить вопрос о полях тяготения, допускающих синхронизацию часов в 
гармонических системах отсчета. Рассмотрим эту проблему, предполагая, 
что уравнение (5) является непосредственным следствием уравнения (3).

Как указывалось выше, эти уравнения можно рассматривать в каче­
стве линейных форм относительно величин (6). В линейной алгебре дока­
зывается, что N форм будут линейно зависимыми, если равны нулю все 
определители ранга N, составленные из коэффициентов при неизвестных. 
Значит, в нашем случае должны выполняться следующие условия:

1 ha* hr I
=о,

| /гае I
D0* D'n 1 1 1

из которых получим (8)
paf>=pfea^ Ka=pFa, (8)

где р — скаляр.
Таким образом, системы отсчета с изотропным тензором скоростей де­

формации будут гармоническими, если векторы Ка и Fa пропорциональ­
ны. Отметим, что не всякое поле тяготения допускает системы отсчета 
такого рода. Исследуемая гармоническая система отсчета будет допускать 
синхронизацию часов, если дополнительно к условиям гармоничности (8) 
удовлетворятся условия синхронности системы отсчета (3,7)

=0, (9)
Fa=0. (10)
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Условия (8) — (10) приводят к следующей замкнутой системе диффе­
ренциальных уравнений для векторного поля монад Ъа:

Vabp=p7l<xp, (11)

ЬаЧР=0. (12)

Применив к (11) ковариантную производную и составив коммута­
тор, получим при учете (12) следующие условия интегрируемости урав­
нений (11):

^piiVvpH-p (^vgpn ^pgpv) . (13)
Свертывая эти выражения по fiv и снова используя (12), найдем

y^=3(V,p~p2M, (14)
что при подстановке в (13) даст

6“[Я«й*т-7з(?^ац~^Л^) =0. (15)

Однако пз (14) п (12) следует

НХ=0. (16)

Это соотношение позволяет переписать условия интегрируемости (15) в 
окончательной форме

^“[jRafuv—’/3(gpvfl«ix—g^av) ] = 6a^aS1xv=0, (17)
уже линейной относительно Ь“.

Таким образом, пространство постоянной кривизны (8) допускает син­
хронизацию часов в гармонических системах отсчета. Если пространство 
таковым не является, то для того, чтобы исследуемая система отсчета об­
ладала требуемыми свойствами, компоненты поля монад должны удов­
летворять как исходной системе (11), так и условиям (17).

Дифференцируя ковариантно равенство (17) и используя систему 
(11), получим

p7?a^v = — baVa7?af(lv. (18)

Продолжая этот процесс, можно получить еще два условия (которые, в 
связи с их громоздкостью, мы не приводим), дополняющие равенства (17) 
и (18) до полной системы условий, которым должно удовлетворять поле 
монад, описывающее гармонические системы отсчета с синхронизованны­
ми часами. Отметим, что гравитационные поля, удовлетворяющие этим 
условиям, допускают систему координат, в которой квадрат четырехмер­
ного интервала имеет вид

dSz=-(dx°)2+W (х°)/л(хт)йх‘ dx\ (19)

где V и определяются из уравнений Эйнштейна.
3. Если уравнение (5) не является непосредственным следствием урав­

нения (3)., то, как уже отмечалось, к нему нужно применить оператор 
baVa. В результате получим

D^VaV₽<p= (3^V«V^s+fe^X)^WvV^=Z?Va<p, (20)

где La — вектор, полученный вследствие проделанной операции.
Система уравнений (3), (5) и (20) будет определять синхронно-гармо­

ническую систему отсчета, если наряду с выражениями (9) и (10) бу­
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дут выполняться условия

(21)
(22)

Z>“»=01De>+a2fe“>,

£“=аЛ“,
где 01 и о2 - скаляры.

В общем случае должна быть совместна система уравнений (3), (5), 
(20) и

j>VaVf(p=JrVa(p, (23)

b^VaV₽<p=A“Va<p, (24)

^VaVfCp=Z?“Vacp, (25)

где коэффициенты при первых и вторых производных от <р получаются 
в результате последовательного применения оператора к уравнению (20).

Таким образом, наиболее общими гравитационными полями, допуска­
ющими синхронизацию часов в гармонических системах отсчета, будут 
поля, для которых удовлетворяются условия (9), (10),

b“’=%1JDaf+A2/5af+X3n^+X4Daf+A5/i^, (26)

где — скаляры, и условия равенства нулю всех различных опре­
делителей шестого ранга, первые пять столбцов которых составлены из 
коэффициентов при вторых производных от ср, а последний — из коэффи­
циентов при первых производных. Эти определители по построению ана­
логичны определителям, стоящим справа в (7).

Отметим, что полученные в настоящей работе условия интегрируемо­
сти системы уравнений (3), (4) являются необходимыми, но не достаточ­
ными. Можно показать, что достаточные условия при произвольной ме­
трике получить невозможно.

Использованные в статье дифференциальные операторы и обозначения 
были получены и введены А. Л. Зельмановым.

Автор благодарен А. Л. Зельманову за постановку задачи и многочис­
ленные обсуждения, а также проф. П. К. Рашевскому за обсуждение кор­
ректности использованных математических операций.
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