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1. Файном (*) в 1950 г. был предложен континуальный аналог систе­
мы Уолша, включающий несчетиое множество функций W(y, х), у^ 
е(—оо), каждая из которых определена на всей действительной оси 
х=(- oot оо). Одновременно было введено в рассмотрение соответствующее 
иптегральное преобразование, аналогичное классическому преобразованию 
Фурье. Несколько позже Н. Я. Виленкин (2) рассмотрел общую теорию 
интеграла Фурье на топологических группах.

Система функций Уолша является частным случаем более общих пе­
риодических мультипликативных ортонормированных систем, рассмотрен­
ных в работах (3~б) и других. Дадим обобщение таких систем и покажем, 
что реализация соответствующего им дискретного преобразования до­
пускает алгоритм убыстрения, аналогичный алгоритму быстрого преобра­
зования Фурье (7).

2. Напомним прежде всего определение периодической мультиплика­
тивной ортонормированной системы {%л(^)}^=о, приведенное в (6).

Пусть р„ р2,..., рп,... — последовательность целых (не обязательно 
различных) чисел, больших или равных 2, и пусть 77ZO=1, mn=pnmn-i, 
n=i, 2,... Тогда любое вещественное число яе[0, 1) может быть пред- 

оо

ставлено в виде х=£ (жп/т„), где хп — целые числа, xn=[xmn] (modp„), 
П=1

О^хп^рп—1 (через [а] обозначается целая часть числа а).
В свою очередь, для любого целого положительного числа имеем

s(/c)>l,

где кп — целые числа, кп= [k/mn-i] (modp„), 1, п=1, 2,...

Функции мультипликативной системы {x*(z)}s’=o определяются теперь
с помощью равенства

Хо(*)=1 (1)

Функции {%&(ж)}“=о образуют полную ортонормированную на [О, 1] 
систему, которая при рп=2, п=1, 2,..., совпадает с системой Уолша в 
нумерации Пэли, а при р„==р=И=2, п=1, 2,...,— с системой Крестенсона — 
Леви (см., например, О).

Обобщение Файном системы Уолша {Wh(x)}kLo опиралось на тот факт, 
что для этой системы справедливо соотношение

И72"(ж)=И/1({2"а:}), га=1, 2,...,

где {а} — дробная часть числа а (*). Аналогичное соотношение справед­
ливо и в более общем случае систем Крестенсона — Леви, однако оно нару­
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шается, вообще говоря, в том случае, когда среди чисел р., р2,.. ., р„,.,. 
имеются неравные. Таким образом, предложенный Файном метод обобще­
ния функций Уолша Wh(x), к=0, 1, ..., х=[0, 1], на случай непрерывного 
изменения параметра к и всех ze[0, <») может быть использован только 
для систем Крестенсона — Леви и неприменим для произвольных мульти­
пликативных систем. Поэтому для построения континуального аналога 
системы (1) поступим следующим образом.

По заданной последовательности оснований /ц, р2, .. ., рп, ■ ■ ■ построим 
дополнительную последовательность р_1; р_2, ■ ■ ■, Р-п, ■ ■ ■ , полагая р-п=рл, 
n=i, 2,.... Тогда всякому вещественному числу же[0, °°) может быть 
поставлена в соответствие последовательность (..., 0, х_,м,..., x-t, xh... 
..., хп,...), где целые числа хп, п=±1, ±2, .. ., определяются соотноше­
ниями

хп^[хтп] (modpn), х_п= Г ——1 (modp„), п=1, 2,...,
L7nn_iJ

и представляют собой позиционные координаты числа х по выбранной си­
стеме оснований. При этом справедливо равенство

a:=a:-s(I)7ne(I)_I-|-... +х-2т1+х-1 +

Функции Хв(я)=х(г/, х) для производных х и у определим теперь сле­
дующим образом.

а) При р„^2, и=1, 2,..., и х>0, у>0
тах[«(х),»(ц)] .

/ \ \ / О • \ 1 ЗС-пУп ' ХпУ-п \x(i/,^)=x(^^)=expl 2ni у | -------------------
71=1

X(-г/, х) =х(у, ~х) =%(У, х), X(~У, —я) =х(г/, х). (2)

б) Если среди оснований р2,..., р„,.. . числа рП1—рт— ■ • • =2, то 
при определении функций х(?Л х) для отрицательных х (или у) множители

ехр

следует заменить множителями
Введенная таким образом система функций {x(j/,z)}, У, х^(—°°, <»), 

содержит в качестве своего счетного подмножества (при сужении на ин­
тервал [0, 1] систему функций (1), а при р„=2, п=1, 2, ... , совпадает 
с системой обобщенных функций Уолша, построенной в (*).

Отметим следующие свойства системы {%(у,х)}, у, х<^(—°°, .
а) При любых у, х, t>Q

X (У, х) х (У, t) =Х (.У, x+t), % (у, х) х(У, О =Х (У, x~t),

x+t=
max[a(x),s(i)]

где операция — обратна операции +, а последняя определяется следующим 
образом:

Это свойство означает, что функции x(j/> х) при у, х>0 являются ха­
рактерами аддитивной локально-компактной группы, состоящей из всевоз-
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можных бесконечных последовательностей целых чисел лида (..., 0, x_s, 
x_s+1,..., х_)5 х{,..., хп,...) с покоординатным модульным сложением и 
умножением элементов.

б) Из (2) следует, что для произвольного у>0 и всех О^х^т,, где s — 
некоторое фиксированное число, справедливо соотношение

Х(у, х)=ехр (2nix-sy,/pe) -%(у, х—х-,т. У

Полагая здесь последовательно s=l, 2,..., получим в общем случае бес­
конечную систему соотношений, рекуррентно определяющую функцию 
х(г/, х) при фиксированном р>0 на всей действительной полуоси, исходя 
из значений, принимаемых этой функцией на интервале [0, 1]. Если па­
раметр у есть {p„}n==i — рациональное число вида

St S2
У= V У-пШп-Л У —, 

п=1 п=1

то x(i/, х) оказывается периодической функцией с периодом msi, прини­
мающей значения в множестве корней степени max (st, s2) из единицы. 
В частности, при целочисленном у=к (т. е. s2=0) функция х(/с, х) полу­
чается из функции хЦх), хе[0, 1], определенной в (1), периодическим 
продолжением с периодом 1.

3. Интегральное преобразование, соответствующее введенной выше си­
стеме {x(j/,x)}, г/, хе (—% оо), практически реализуется на ЦВМ в фор­
ме дискретного преобразования вида

W-1

У„’=^ИЦп',п)Хл, n'=0,1,...,ЛТ—1, (3)
п=0

с матрицей

W (п , п) =ехр ( 2лг У ———) ,

где N=pip2... ps=ms, a ntl и пк', k=i, 2,..., s,— позиционные координаты 
целых чисел п и п' соответственно по системе оснований /ц, Рг,... ps, т. е. 
ra=ra,+n2m1+ ... +n1ma_i и n'=n1/+n2'm1+ ... +n/ms_i.

Вычисление координат результирующего вектора У„-, п'=0,1,..., N—1, 
непосредственно по формуле (3) требует в общем случае № арифметиче­
ских операций (под арифметической операцией здесь понимается умноже­
ние па комплексное число и ассоциированное с ним последующее сложе­
ние). Возможен, однако, алгоритм, аналогичный алгоритму быстрого пре­
образования Фурье (БПФ), который позволяет значительно сократить 
количество необходимых арифметических операций (подробно о БПФ 
и его аналогах см., например, (7,8)).

Сущность «быстрого» алгоритма состоит в том, что матрица преобра­
зования W(п', п) порядка NXN при N=plp2... рг представляется в виде 
произведения s матриц такого же порядка W=W(,)W(’~l) ... W(i), каждая 
из которых обладает специальным свойством минимизации количества 
операций. В рассматриваемом случае матрицы Ж(*’, к=1, 2,..., s, имеют 
вид

Ww(n', п)=ехр 'nk'nhj' /с=1,2, ...,s
Р* i=i

(6V, ц — символ Кронекера), так что каждая строка п) имеет лишь
рк ненулевых элементов.
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Факторизация матрицы W(n', п) позволяет организовать вычислитель­
ный процесс рекуррентным способом в s этапов, а поскольку число опера­

ций на к-м. этапе равно Npk, то полное число операций составляет N £ pk k-.= . 
(вместо N2 при вычислении прямым методом).

Отметим, что в отличие от БПФ, в рассматриваемом случае при pi = 
=р2= ... =рг—р вычисления на каждом из s этапов могут производиться 
параллельно на s независимых процессорах, что приведет к дополнитель­
ному сокращению машинного времени.
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