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Основным результатом работы является построение (см. и. 4) регуляр­
ного максимального пространства любого дисперсионного характера (при 
естественных теоретико-множественных предположениях, совместимых 
с системой аксиом ZF). Этим решена известная задача Катетова, постав­
ленная пм в 1950 г. (*)•  Получены также некоторые результаты относи­
тельно разложимых пространств, в частности, показано (см. и. 3), что су­
ществование измеримого кардинала влечет существование экстремально­
несвязной, отделимой, не максимально-разложимой группы.

* Ипдекс d внизу означает переход к дискретному пространству.

1. О разложимых пространствах, их строении, критериях разложимости 
п максимальной разложимости см. в ('*,  8, “). Все пространства (если явно 
не оговорено обратное) плотны в себе. Под максимальными понимаются 
(плотные в себя) пространства с топологией, для которой не существует 
строго большей топологии (опять же без изолированных точек). Кажется 
более логичным называть такие пространства именно максимальными, а 
не минимальными, как в С,8,11). Под дисперсионным характером систе­
мы т подмножеств множества X понимаем Дт=пгп{|.4 |: .-Кт}.

Окрестность точки не обязательно открытое множество, регулярное 
пространство не обязательно Tt.

2. Определение. Пространство X называется наследствен н о- 
разложимы м, если всякое плотное в себе подпространство из X раз­
ложимо.

Теорема 1. Существует наследственно-разложимое, не максимально­
разложимое Т^-пространство любого дисперсионного характера т.

Доказательство. Если Ф — фильтр на множестве X, то Ф*  = 
= Л{[А]РХ(1: /КФ} есть замкнутое подпространство из ^Xd*.  Наоборот, 
если Ф*  замкпуто в рХ^, то Ф = {А: .K.Y, [А]рЛа^Ф*}  есть фильтр на мно­
жестве X. Итак, фильтр Ф на множестве X и замкнутое множество Ф' из 
£Xd канонически определяют друг друга.

Пусть R — счетное максимальное хаусдорфово пространство (о сущест­
вовании таких пространств см. (3, 4)), а Я — пространство сопутствующих 
ультрафильтров (см. далее и. 5). Тогда Ф’ = [/?]рда — плотное в себе, сепа­
рабельное, замкнутое подпространство Теперь мы можем для лю­
бого множества X мощности zn>K0 построить в [JXdXXd замкнутое, сепара­
бельное, плотное в себе подпространство F„T и притом такое, что 
А(/?от)=771, где —фильтр на множестве X, определенный замкнутым 
множеством F„,\ Пусть T=FmU{A}, тогда т — топология, а (X, т) — плот­
ное в себе 7’|-прострапство дисперсионного характера т, наследственно­
разложимое, но не более чем счетно-разложимое, т. е. и не максимально­
разложимое, ибо Лт=т>К1,

Конструкция данного примера допускает естественное обобщение па 
высшие кардиналы.

3. Пусть ы(Х)={А: А<=Х, | А | < X 0}. Превратим <о(Х) в абелеву груп­
пу, положив А+5=(Аи2?)\(ДПВ). Определим топологию т, превращаю­
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щую ы (X) в отделимую топологическую группу, заданием фильтра окрест­
ностей 0, роль которого играет пустое множество Л. (Такая топология рас­
сматривалась в (6).) Пусть £ — произвольный свободный фильтр на мно­
жестве X и Тогда V (R) = (A: A<=R, Ае<о(Х)} — окрестность точки Л.

1) Опре де л ение. Система £2= {Ж} подмножеств пространства 
(X. т) называется плотной в {X, т), если для всякого Р^х существует 

(см. (5)).
Если |£2|=|Л7|=Дт для всякого М из £2, то такую систему £2 назовем 

л-системой.
Предложение 1. Пусть (со(Х), В) — группа со(Х), топологизири- 

ванная свободным фильтром g. Тогда-.
1) (®(Х), £) — наследственно-разложимое пространство*.
2) Если ^ — ультрафильтр, то (©(X), £) не имеет ^.-системы.
3) Если § имеет счетную базу, то (©(X), g) метризуемо.

* Доказательством этого факта автор обязан А. Г. Елькину.
** <и(т) — начальный ординал мощности т.

Из 3) вытекает, что существуют метризуемые группы любого диспер­
сионного характера. Каждая такая группа, очевидно, наследственно мак­
симально-разложима и наследственно нормальна (см. также (и)).

В силу известной леммы Куратовского (’) всякая топология, имеющая 
л-систему, максимально-разложима (8). Однако, если |Х| = К0 и £ — 
ультрафильтр, то (©(X), g) наследственно максимально-разложимое про­
странство, не имеющее в силу 2) л-системы.

2) Пусть МС означает: «существует измеримый кардинал». Тогда МС 
влечет существование отделимой, не максимально-разложимой, но наслед­
ственно-разложимой группы.

Нам необходим следующий факт (см., например, (9)). Впервые его по­
лучил Rowbottom.

(Rw). МС влечет существование счетно-центрированного свободного 
ультрафильтра £ на некотором множестве X со следующим свойством.

Пусть /: ®(Х)->-{0, 1}. Тогда существует такое что |/(К[п1)|=1
для всякого н<(1)0. Здесь Xtnl={4<=X: | =п}.

Рассмотрим группу и(Х), топологизированную с помощью такого 
ультрафильтра £. Пусть Fi — фильтр «выколотых» (т. е. без точки А) 
окрестностей точки А в ©(X), а ^„ — сужение его на множество 
Х1,!]={Ае® (X): \А | =п}, где п>0. В силу выбора специального ультра­
фильтра £ каждый фильтр —ультрафильтр и F^[{g„: п=1,
2,.. Отсюда следует, что ю(Х) не более чем счетно-разложимо,
а потому пе максимально-разложимо, так как дисперсионный характер 
топологии несчетен.

Отметим без доказательства интересное свойство этой группы. Если V 
открытое, не замкнутое множество в ы (X). то существует некоторая точ­
ка х такая, что ^[F]\P, ио FU {л} открыто. Это влечет экстремальную 
несвязность группы о (X).

4. Определение. Топологию т на множестве X назовем И(РИ)-то- 
п о л о г п е й, если т — (регулярная) топология без изолированных точек, 
мощность базы и дисперсионный характер которой равны |Х| (=т).

Предложение 2. Для всякой И-топологии т на множестве X су­
ществует РИ-топология т большая, чем т.

Доказательство. Пусть / — взаимно однозначное соответствие 
между множеством Т={а: a<©(zn)} ** и его квадратом. Будем называть 
/((а, 3)) номером пары (а, £). Опишем общий шаг построения. Пусть уже 
построены 77-топологии для каждого 7<e<w(m), причем топологии т? 
возрастают. Пусть Te=Sup{TT: у<е} (т. е. тЕ — верхняя грань семейства 
топологий {тд 7<е}). Пусть Ее={(А, х)\ х^Х, А — базовая окрестность 
точки х в топологии т8}. Очевидно, что т8—77-топология и можно считать, 
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что [ Se | =m и, следовательно, элементы Se можно заиндексировать парами 
(е, а), где ае{В: [3<«(ттг)}, а е постоянно. Пусть Se=ll{Ss: p<e}US8.

Во множестве пар {(а, [3): а^е, {3<со(ш.)} выберем пару наименьшего 
номера. Пусть это («о, ^о). Рассмотрим пару (В, у)е2е, заиндексирован- 
ную именно индексом (а0, [Jo).

Пусть Q — произвольная л-система (см. п. 3) для топологии т8 (напри­
мер, база топологии). В силу леммы Куратовского (7) существуют два 
дизъюнктных множества 7Л и В2 такие, что X=51UB2, |ДПG| =т для вся­
кого G^Q. и г=1, 2. Пусть, точка у оказалась во множестве Bi. Объявим 
A,=BS'\B открыто-замкнутым множеством и образуем добавлением этого 
множества и его дополнения к топологии те новую топологию т8.

Легко проверить, что тЕ — 77-топология и что окрестность В точки у со­
держит в себе замкнутую в т8 окрестность А,.

Пусть т=8ир{те: е<<а(т)}. Тогда т — Р/7-топология.
Справедливо, однако, более общее, чем предложение 2,
Предложение 3. Топология т на множестве X с Дт=|Х| веса не 

более [Х|+, имеющая я-систему, усиливается до регулярной топологии т 
того же веса и дисперсионного характера.

Хотя предложение 3 не будет далее использовано (и потому приводит­
ся без доказательства), приведем из него

Следствие (т+=2те). Всякая топология т на множестве X (мощ­
ности пг) с Дт= \Х j, имеющая я-систему, усиливается до регулярной топо­
логии того же веса и дисперсионного характера.

Теорема 2 (тп+=2т). Всякая И-топология т на множестве X (мощ­
ности пг) усиливается до регулярной максимальной топологии х дисперси­
онного характера пг.

Доказательство. Пусть ^-={Аа: а<со(т+)} и &={Ва'. а< 
<б)(ттг+)} — вполне упорядочения соответственно множества всех подмно­
жеств из X мощности меньше пг и мощности tn. Опишем первый шаг транс­
финитного процесса построения топологии т.

Выберем из $ элементы В с наименьшим номером, такой, что В<£х и 
[BAG] =т для всякого G^x. Объявляя открытым В и замкнутым Ап, полу­
чим новую топологию хг, большую х. х', несомненно, /7-топология, и в 
силу предложения 3 ее можно усилить до Р 77-топологии ть Снова выберем 
из $ элемент В и т. д.

Определим т как Sup{rv: 7<со(т7г+)}. Так как х есть верхняя грань 
РЛ-топологий, то т регулярна. Пусть К — плотное в себе подпространство 
(X, х). Тогда |KAG| =т для всякого С=т и, значит, К на каком-то шаге 

было объявлено открытым. Следовательно, А’ет. Это влечет максималь­
ность топологии х *.

* Легко видеть, что (X, '■(') - максимальное пространство, если всякое плотное 
в себе подпространство открыто.

В счетном случае предложение 2 и теорема 2 допускают усиление.
Пре дложение 2.1. (AM). Топология счетного пространства Фре­

ше — Урысона усиливается до регулярной топологии.
Теорема 2.1. (AM). Всякая топология на счетном множестве с ба­

зой мощности менее С=2Х° усиливается до регулярной максимальной топо­
логии.

Здесь AM — аксиома Мартина (см., напрпмер, (10)). Сведения, необхо­
димые для доказательства предложения 2.1 и теоремы 2.1, можно най­
ти в (13, 10).

Все регулярные пространства этого параграфа могут считаться при же­
лании Ti.

5. Материал, излагаемый здесь, стоит несколько в стороне от основной 
линии работы, по он необходим в п. 2 и 6.

Пусть В — максимальное хаусдорфово пространство. Тогда, как показа­
но в (“), для всякой точки х система «выколотых» окрестностей этой точки 
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у (-r) = {<^\ {x}: Ox — окрестность точки x} является свободным ультра­
фильтром, который обозначим через х.

Назовем И={х: x^R] с топологией подпространства из $R<iпространст­
вом сопутствующих ультрафильтров.

1) Пусть f: R-+R — отображение, переводящее х в х. Тогда / — уплот­
нение, а /-1 0-пепрерывно.

2) Следствие. Если R — максимальное регулярное пространство, то 
R и R гомеоморфны uf — гомеоморфизм.

3) Некоторые характеристики пространства R переносятся па прост­
ранство R-. так, пространство R плотно в себе, оно сепарабельно, если се­
парабельно пространство R и т. д.

6. Пусть Z — группа целых чисел по сложению, a NaZ — множество 
натуральных чисел. N. Hindman доказал в предположении СН существова­
ние па множестве N ультрафильтра р со свойством (а): если А^р, то 
{х: А—х=р}етр. Здесь А—х={а—х: а^А, а>х}. (Об ультрафильтре см. (14), 
а также относящуюся сюда работу (15).)

1. Пусть р(о)=р. а р(п) — фильтр р(о), «перенесенный» из точки о 
в точку п, т. е. p(n) = {{n+b: Ь^В}-. В^р(о)}. В силу свойства (а) ультра­
фильтра р можно на множестве Z определить топологию т, в которой 
фильтр «выколотых» окрестностей каждой точки n^Z представляет собой 
ультрафильтр р{п}. Следовательно, (Z, т) — однородное хаусдорфово плот­
ное в себе максимальное пространство. К сожалению, не представляется 
возможным доказать его регулярность.

2. Пусть Z={fr. n<^Z} — пространство сопутствующих ультрафильтров, 
т. е. ультрафильтров р(и). Ясно, что Z — плотное в себе подпространство 
pZd\Zd, состоящее из ультрафильтров одинакового типа. В силу теоремы 
Фролика из (1э) всякое дискретное в себе подпространство из Z замкнуто.

Автор признателен А. Г. Елькину за постановку задач и обсуждение ре­
зультатов, а также проф. N. Hindman за любезно сообщенную информацию, 
относящуюся к п. 6.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 22 II 1974
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