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В данной заметке рассматривается линейная дифференциальная игра 
убегания. Первые, эффективно проверяемые, достаточные условия убега­
ния получены в работах (*,2). Результат, полученный в заметке, непо­
средственно примыкает к указанным работам.

Пусть в эвклидовом пространстве Rn задано уравнение
z—Az+Bu—Cv, (1)

где А — квадратная матрица размерности пХп, В, С — прямоугольные 
матрицы размерностей рХп, qXn соответственно, и, v — управляющие век­
торы, которые выбираются в классе измеримых вектор-функций, принад­
лежащих эвклидовым пространствам U, V и удовлетворяющих ограниче­
ниям

О?

J (и (s'), и (s') )ds^pz, (2)
,0

ео

J (n(s), n(s))ds^02. (3)
0

Управление u(i), которое удовлетворяет ограничению (2), будем на­
зывать допустимым управлением преследователя, управление v(t), кото­
рое удовлетворяет ограничению (3),—допустимым управлением убегаю­
щего. В пространстве Вп задано подпространство М, dim М^п—2. Целью 
преследователя является приведение точки z(t) за возможно короткое 
время на заданное подпространство М. Целью убегающего является по 
возможности дольше избегать приведения z(t) на М.

Опишем, как изменяются ограничения на управления игроков в про­
цессе игры. Пусть игра (1), (2), (3) начинается в момент £=0 из точки 
z^M и па отрезке времени [0, Z], где Z>0, убегающий применяет допусти­
мое управление v(s), а преследователь применяет допустимое управление 
и (s); тогда в момент t ограничения на управления имеют вид

00 I
J (и (s), и (s)) cZssgp2— J (и (s), и (s) ) Й№р2 (t) ,
t о

J (v (s'), v (s')) ds^o2— J (v (s') ,v(s)) ds=c2 (t).
t 0

Будем говорить, что из точки z0^M возможно уклонение от встречи, 
если при любом выборе управления u(i) убегающий может в каждый мо­
мент t так выбрать управление v(t), что при любом значепии Z^O z(t) eV. 
При этом предполагается, что при формировании управления v(t) убегаю­
щий в каждый момент I может использовать знание матриц А, В, С, под­
пространства М, векторов z(s), u(s) при t—0=^s=CZ, где 0 — положительное 

1021



число, которое зависит только от игры, а, кроме того, знанце значении 
функций p2(i), o2(i).

Пусть L есть ортогональное дополнение М до Rn, тогда каждой точке 
поставим в соответствие два числа: — расстояние z до подпространства 
М, ц — расстояние z до подпространства L, z-*(g, ц). Через W обозначим 
какое-либо двумерное векторное подпространство пространства L, а через 
л — оператор ортогонального проектирования из Rn на W. Очевидно, что 
Д=летАВ, gx=nexAC суть линейные отображения пространств U, V на 
пространство W, аналитически зависящие от параметра т.

Лемма 1. Пусть ранг отображения gx при т^О равен s, тогда в про­
странстве W существует подпространство Wi размерности s, а пространст­
во V разбивается в прямую сумму своих подпространств Vi и V2 размер­
ности s и (q—s) соответственно. Далее, существуют отображения фт, gx, 
фт. Отображение отображает Wi в W, причем тождественно на 1У,, 
gx отображает У, в ГУ, {а при т¥=0 на Wt), ф, отображает V на V,, при­
чем тождественно на Г,, а фоУ2=О. Кроме того, £т=фг£т*<Рг. Прямое сла­
гаемое Vi можно считать ортогональным дополнением У2.

Доказательство леммы содержится в работе (2).
Определение. Игру (1), (2), (3) будем называть факторизуемой,, 

если существует такое лпнейное отображение hx пространства U в про­
странство V, аналитически зависящее от т при всех достаточно малых 
т>0, что fx=gxhx, где gx есть отображение gx, рассматриваемое на У,.

Лемма 2. Для того чтобы игра (1), (2), (3) была факторизуема, не­
обходимо и достаточно, чтобы существовали выпуклые множества P—U и 
Q<=W максимальных размерностей, что при всех достаточно малых т>0 
имело место включение

fx(P)<=gAQ). (4)

Доказательство достаточности содержится в работе (2), необходимость 
легко доказать, используя лемму 1.

Отметим, что в силу неоднозначности факторизации оператор h0 опре­
деляется неоднозначно. Через Но будем обозначать множество операто­
ров h0.

Для формулировки теоремы введем функцию

X2(£)= inf Ц/iollp2(i).

Через x обозначим арифметическое значение квадратного корня из %(0).
Будем говорить, что выполнены условия убегания, если:
1) существует такое двумерное векторное подпространство W про­

странства L, что в W не содержится фиксированное одномерное вектор­
ное подпространство Wt, для которого имеет место включение

g.(Vi)<=w‘

при всех достаточно малых т^О;
2’ пгра (1), (2), (3) факторизуема;
3) о>х.
Теорема. Пусть выполнены условия убегания, тогда из любой точки 

фазового пространства z^M возможно уклонение от встречи, причем укло­
нение можно вести так, что имеет место следующее: существуют последо­
вательности 0Ь>О, eft>0, 0ft->-0, еА-*0, положительная константа с и целое 
положительное число г, зависящие только от игры, существует также по­
следовательность 7\->+оо, зависящая от процесса уклонения, что уклоне­
ние можно вести таким образом, что:

1) если то
l(t)^ei при ife[0, Л],

gG)>сеА+1/(1+т1 (£))2Г при t^[Tk, П+1];
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2) если go^ei, то

g(i)>cgo2r/(l + i-](£))2r при fe[0, ГД,

£(£) >ceft+1/(l+i](i))2r при t^[Tk,Tk^].
Доказательство использует конструкцию уклонения, которая была опи­

сана в работе (2). При этом длины отрезков времени, в течение которых 
применяется специальное управление убегания, стремятся к нулю, а их 
сумма есть расходящийся ряд. Специальное управление убегания выбира­
ется так, что на каждом отрезке времени [Тщ ГА+1] величина (о—%), ха­
рактеризующая преимущество убегающего по ресурсу управления, убы­
вает не более чем на слагаемое числового ряда с положительными члена­
ми, который сходится к (а—%).

Пример.
а:(?,+а1х(?_1)+ . .. +арх=и, 

y'-Q}+bly{'!~i}+ . .. +Ь5р=у,
оо аг
J (и($), и(s))ds^p2, J (k(s), z?(s) )dss£o2, o>0, 
0 0

где x<^Rn, y^Rn, тг>2; ah a2,..., ap, bi,..., bq суть квадратные матрицы с 
постоянными коэффициентами, размерности пХп, х — преследующий век­
тор, у — убегающий вектор. Преследование считается законченным, когда 
впервые x(t)=y{t). Оказывается, что, если выполнено хотя бы одно из*, 
двух условий:

1) p>q,
2) P=g, 0>р,

то из любого положения у,с^х.,. возможно уклонение от встречи.
В заключение выражаю благодарность П. Б. Гусятникову за советы,, 

которые способствовали улучшению результата.
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