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1. Пусть G(V, Е) — произвольный граф, содержащий N вершин, А= 
= {ai, а2,..., aN}, ai<ai+l, i=l,..., N—1,— множество из N натуральных 
чисел. Всякое взаимно однозначное отображение qp: V-+A будем называть 
нумерацией вершин графа G (нумерацией графа), а множество А — нуме­
рующей последовательностью графа G. Нумерующая последовательность 
А называется сплошной, если она состоит из последовательных чисел.

Рассмотрим функционал Дфб(У, Е)= 2 |<р(щ)—ф(щ) Ь гДе СУМ_

мирование ведется по всем ребрам графа.
Определение. Минимальной нумерацией графа G бу­

дем называть любую нумерацию, на которой достигается min Д’Сг=АСг.
ф

Построение минимальных нумераций графов оказывается необходимым 
в различных задачах, например:

1) В теории кодирования (‘), где особенно важен случай, когда граф 
G—n-мерный куб, параллелепипед, тор (2_6).

2) При размещении информации о графе в памяти ЭВМ для сокращения 
объема перебора при выделении его локальных подграфов (8). Наибольший 
интерес здесь представляют графы с малой насыщенностью ребрами: де­
ревья и т. п.

Обозначим через TNP класс всех деревьев t, содержащих N вершин, сте­
пень каждой из которых не превосходит р, Tn~1=Tn, пусть шах Д/=Д7’№.

Задача нахождения At в общем случае очень сложна, поэтому представ­
ляет значительный интерес изучение асимптотического поведения ATNr. 
Этой задачей занимался Шейдвассер (7) и получил следующие оценки *:

-^-(№—1)<ДЛ’(А'2-1), для р>3 ATNp ^———N log N,
4 3 4

на подпоследовательности

А = . Р>3, к=1,2,..., (1)
р-2

р—2 р+4/з
—— N log N^AT„P < - -A log N. 
plog(p-l) 41og(p—1)

В данной работе показано, что
pN log А

logp
(равномерно по N и р>3), а на подпоследовательности (1)

ЛГГ „ pNlogNАТхг~——------- при р->-«>.
4 log р

* Здесь и в дальнейшем запись log обозначает логарифм по основанию 2.
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Для произвольной нумерации <р: V-+A всегда можно построить нуме­
рацию <р0: У-*-Ло={1, 2,..., У}, у которой для i=l, .. ,,N вершины ф_1(г) 
и ф_‘(щ) совпадают. Легко проверяется

Лемма 1 (ср. (7)). Для любой нумерации ср
A’G>A”“G.

Учитывая лемму 1, будем в дальнейшем рассматривать только случай 
Л={1,2,...,У}.

2. Свойства минимальных нумераций деревьев. Пусть 
ср - произвольная нумерация дерева t^TN. Рассмотрим следующее пред­
ставление дерева: выделим в t цепь о (По, Ео), соединяющую вершины 
<р~‘(1) и вершинам сопоставим поддеревья ^°(У<, Et), i=

1/^=tf \ю

=1,..., к, k^N. Множество Vi состоит из щ и всех тех вершин, которые 
соединяются с щ цепями, не содержащими ребер из Ео; множество Е( обра­
зовано ребрами этих цепей (см. рис. 1).

Л е м м а 2. Если ф — минимальная нумерация дерева t, то:
1) Нумерация цепи о(У0, Еа) монотонна.
2) Нумерующие последовательности всех поддеревьев t°(Vi, Е<), 1= 

=1, ..., к, сплошные.
Л е м м а 3 (7). Если ср •— минимальная нумерация дерева t, то вершины 

<р_1(1) Пф_1(У) висячие.
Следствие 1. Минимальная нумерация дерева t является минималь­

ной и на каждом его поддереве ti.
Применяя леммы 2 и 3 к t°, i=l,... ,к, а затем к их поддеревьям и т. д., 

получаем
Следствие 2. Любая минимальная нумерация производит разложе­

ние дерева на последовательность цепей о,, 7=1,... ,1 таких, что:
1) концевые вершины цепей являются висячими в поддеревьях, в кото­

рых они выделяются;
2) нумерация каждой цепи монотонна, а нумерующие последователь­

ности всех поддеревьев, образующихся в процессе разложения, сплошные.
Все нумерации, при которых в дереве можно выделить указанную выше 

последовательность цепей, будем относить к классу ср*.
Лемма 4. Число минимальных нумераций дерева, содержащего 2п 

вершин нечетной степени, кратно 2".
Выделим в t(V, Е) произвольную вершину v^V степени пг и все ин­

цидентные ей ребра (щ, щг), г=1,...,тп. Любая вершина v^V, q¥=i, свя­
зана с вершиной v, единственной элементарной цепью.

Определение. Будем говорить, что вершина vq принадлежит 
ветке, выходящей из щ по ребру (щ, щг), если в ц, можно по­
пасть из Vi по элементарной цепи, содержащей ребро (щ, vjr) (см. рис. 2). 
Обозначим через Ts класс всех деревьев t(V, Е), в которых существует 
такая вершина vs^V, p(vs)^2, что все ветки, выходящие из нее, изоморф­
ны между собой.

Лемма 5. Если = минимальная нумерация дерева t=Ts, то цепь 
о(У0, Ео) проходит через вершину vs.

3. Оценки для ATN. Пусть на произвольном дереве t^TN задана не­
которая нумерация фЕф*.
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Геометрическая интерпретация нумерации <р. Распо­
ложим вершины дерева t(V, Е) на числовой оси таким образом, чтобы 
любая вершина v^V находилась в точке с координатой <p(n,). Обозначим 
номера концевых вершин цепей 7=1,через и аа3 л выделим на 
числовой оси отрезки [аа3, аш}], 7=1,..., I. Нетрудно видеть, что отрезки, 
соответствующие произвольной паре цепей, либо не имеют общих точек, 
либо один из них является частью другого, причем концы отрезков не сов­
падают. Соединим дугой концы каждого отрезка [аа’, а<?]. Учитывая пре­
дыдущее, эти дуги всегда можно провести так, чтобы они не пересекались 
(см. рис. 3).

Разобьем множество всех дуг на ярусы. К первому ярусу отнесем 
внешнюю дугу (она соединяет, очевидно, точки с координатами 1 и N).

Ко второму ярусу отнесем дуги, превращающиеся во внешние после уда­
ления дуги первого яруса; к третьему ярусу отнесем дуги, превращающиеся 
во внешние после удаления дуг первого и второго ярусов и т. д. Обозначим 
через Q общее число ярусов, п,- — число дуг в i ярусе, оЛ, iel,..., Q, 
el,. .,, п,,— цепь, соответствующую Л'-й дуге i-ro яруса.

Теорема 1. Д7\=[№/4].
Доказательство. Оценка сверху. Для любых фе<р* и 

имеем
Q п,-

Д^= (2)
t = 1 h= 1

Поскольку нумерация каждой цепи ой монотонна, то ДфоА равна длине 
отрезка [аа’\ «7"]. Отрезки, соответствующие дугам одного яруса, очевид­
но, не имеют общих точек, тогда, учитывая способ разбиения дуг на ярусы, 
имеем

Ю i-1

ДфоЛ^ (IV—1) -2 пг-,(^-1). (3)
fc=l г—1

Ясно, что п<>1, f=l,... a Q^[N/2], при этом из (2) и (3) получаем 
Д,<£(Л-2Ж)Д£].

г = 1

Оценка снизу. Пусть t — звезда степени N—1. Используя следст­
вие 2, легко показать, что при минимальной нумерации звезды номер ее 
центральной вершины равен ]Л?/2[ для N нечетного и N/2 или N/2+i для 
N четного. В любом из этих случаев &t—[N2/4].

4. Оценки для &TNP.
Теорема 2. При любом р^З

с/"108" <Д7-,.<С,Д^, 
log р log р

где С^/12 log 3-0,9244, а C2='/22(l-i/log 10) -0,0097.

274



Замечания. 1) При неравенства теоремы 2 можно заменить
на асимптотические с Ci=0,25, С2=0,0625. 2) На подпоследовательности (1)
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