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Заметка посвящена перенесению результатов работ (4) и (10) на не­
линейные регрессионные модели. В п. 1 на такие модели распространяет­
ся понятие ЛГ-мажоранты ядра, введенное в этих работах; это позволяет 
почти дословно перенести на общий случай конструкцию несмещенных 
линейных оценок, а также формулировки и доказательства основных ре­
зультатов из (4, *°)  (см. ниже теоремы 1—4 в и. 2).

1. Пусть (Q, Я) — измеримое пространство; всякую измеримую ве­
щественную функцию § = g(со), н 9. будем называть случайной величи­
ной (с.в.). В дальнейшем Т — произвольное множество и £(®, 1), t^T.— 
фиксированная случайная функция (с.ф.) на Т. Распределение с.в. v 
определяется заданием вероятностной меры (в.м.) на ST: если Р — такая 
мера, то ЕРу=$у (со) Z5 (cZ<o), ПРу=ЕР('у—E₽l)2; Z/(Q, А. Р) — гильбертово 

пространство классов P-эквивалентных с.в. у с EPv:<oc. причем скаляр­
ное произведение <у-,, 5s —класс всех в.м. Р. для которых
ЕР[^(£) ]2<°°, t^T. Если Рж.Я, то НР(Х) —подпространство в A'(Q, tT, Р), 
порожденное семейством с.в. (1), ОТ}.

Пусть K(s, t) — ядро (неотрицательно определенная функция) па 
ТХТ, иг(-) — произвольная функция на Т: тогда 5?;; — класс всех в.м. Р, 
для которых EPg(s)^(l) —K(s. t): 3>к ... — класс всех в.м. Р, для которых 
Ер|(£)=тп(Ц и EP(g (s) — m ($)) (;(f) — m (t)) =K(s. f); II(К) — гильбер­
тово пространство функций на Т с воспроизводящим ядром К (см. (’)).

Сеть множеств КО....... п_х ; д'.........а^А. где А — направленное' !а ■ -х
множество, а а® — вещественные числа. tT^T и па—натуральные числа, 
назовем линейпой операцией, определяющей элемент уеЯР(£) па
(соответственно элемент ОРККА. если у= (P)l.i.m. (соответст-аед1=1

"а
венно /(•) =1 ini (■. Щ) в Н(К)); класс всех таких операций обозна- ДЕ.А 1=1
чим LO(y) (соответственно LO (/)); LO(P) = (J LO(y); LO(X) = 

= [J LO(/). Пусть P, (O.T; элемент называется линейным

образом элемента если LO (у) <=LO('y/); элементы у и /
вполне подобны, если БО(ч) =LO(y'); элементы у и у' подобны 
относительно класса линейных операций ТПс:ЬО(Р) ПЬО(<2), 
если LO(y) nnz=LO('fz) ПП7*̂.  Будем говорить, что ядро К мажори­
руется ядром В {КОВ), если В—А-ядро; К ограничено отно­
сительно В (К~<В), если КОКВ при некотором Х>0. Условие КАВ 
необходимо и достаточно, для того чтобы любой элемент хеТТу (|), 
(ОО. обладал линейным образом в ЯР(^), Р^АРк.

Напомним, что КО7.В равносильно тому, что К{-, tOH(B) при ОТ 
и оператор LI(B: (LKBf) (Т)=<,К(-, t), /(•)>«(«) в Н(В) имеет норму ||LK®||«£ 
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=Сл; если Ктз. В — обобщенные стационарные ядра на вещественном т-мср- 
ном эвклидовом пространстве Ет со спектральными мерами FK и FB, то 
K<XkB равносильно тому, что FK^FB и [dFx/dFBI^X ГЕ-почти всюду 
на Ет.

Согласно известной теореме Лоэва, существует единственный изомет­
рический изоморфизм i между пространствами Н(К) и //Е(с), Pc'p,;j 

такой, что элемент 'у=/(/)еЯР(^) мы будем также обозна­
чать: <g,/>Н(ю; символами 7 и <£,/>н<к> будем обозначать и линейные 
образы этого элемента. Таким образом, если fell (В), символ <|,/>»<в) 
определен и в пространствах ЯР(£), Ре<рк с К^В-, при этом оператор 

/>н(в) является непрерывным линейным оператором из Н(В) 
в Вр(^) и В (•, i) (i). Если т (- )^1ЦВ) и В~<В, то и K(s, t) =B(s, t) + 
+m(s)m(t)-^.B (s, t) и, следовательно, при любом ieH(В) в любом про­
странстве P^fpR.m, определен элемент <£,/>и:ю; если S(-)e//(7?)
с Р-вероятпостыо 1, то с.в. <§, />Н(в) с P-вероятностью 1 совпадает со ска­
лярным произведением £ (■) и / (•) в Н (5).

Пусть В — ядро и М — произвольное семейство функций на Т, содер­
жащееся в некотором гильбертовом пространстве 7/(Ф) с воспроизводя­
щим ядром Ф. Тогда для любого ядра В существует по крайней мере одно 
ядро R, такое, что: 1) R<3R, 2) McH(R), 3) где
Л/(77) — подпространство в II (R), порожденное семейством .V. Всякое та­
кое ядро мы будем называть М-м ажорантой ядра R. Если М — конеч­
номерное линейное пространство, то класс всех ЛЛмажорант ядра R 

совпадает с классом всех функций вида R(s, I) =R(s, t) 4- У Ь::д,(я) ц (/) 

({£>;;} — неотрицательно определенная матрица и ff.e.V) таких, что 
M~II(R} \ это условие выполнено, если det {&„}>0 и {ср}—базис в М 
(подробнее см. (10)).

2. Пусть известно, что Ре^я,м= (J и по наблюденной реализа-

ции с.ф. |(i), teT, над вероятностным пространством (Q, Р) требует­
ся оценить значение ф(пг) определенного на М функционала ф при 
m(t) =EPg(i). Пусть TV".:?5; ^о-линейной статистикой класса 
PTczLO(P), построенной по реализации с.ф. г(‘) на Т, назовем 
произвольное семейство подобных относительно класса W элементов 
{фР, Ре^Р0}. Подобие элементов фР позволяет рассматривать статистику 
{■фр} как линейный функционал па реализациях S,(t), teT, который 
строится «операционно независимо» от неизвестной меры Р *.  В работе 
(и) для 5э0=^5в, м введено более сильное условие операционной незави­
симости гильбертовых пространств (LO(P) =LO((?) при любых Р, Qe 
^7%, м) и показано, что это условие выполнено, если Mc.II(JT), а также 
в некоторых случаях при МФН(В). Отметим, что это условие выполнено, 
если Р, QcIP~, м, каково бы пи было М.

* В дальнейшем мы будем писать ф вместо фР.

м-линейная статистика ф называется ^л,м-песмещепной л и­
нейной оценкой значения функционала ф(ш) при m (t)^EP^(Z) 
(5%, м-п.л.о.), если ЕРф=ф(т), коль скоро Ре,рп М) щеМ; ZPRf м-н.л.о. 
ф° называется пап лучшей, если Прф'^Пр.ф при всех Pe<pRU для лю­
бой 7%, м-н.л.о. ф. Функционал ф Т’д, м-оцеииваем с помощью операций 
класса W, если для пего существует хотя бы одна Л, м-н.л.о. ф класса 
W. В дальнейшем в качестве W часто рассматриваются классы L0(/7)s 
sLO(/?), где R—^/-мажоранты ядра В. При этом, если McH(Fi) и R=R, 
элементы фР вполне подобны один другому; в противном случае они яв­
ляются линейными образами вполне подобных элементов фу, образую­
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щих ^в, м-н.л.о; если М — конечномерное линейное пространство, класс 
LO(R) не зависит от выбора R *.

* Ср. с определением 3.1 в (,0) (в формулировках условий 1) и 2) там вместо R 
следует читать В.).

** Разумеется, ^д,м-н.л.о. фв,м класса ЬО(Л) определяется также ядром В.

Обозначим Gil(R) = {g: g^H(R), if(nz)^<m, g>H(R} на М}; —М{ К) 
оператор проектирования в H(R) на подпространство M(R), порожден­
ное множеством М. Легко убедиться, что если G^(R)=P^>, то элемент 
л*  (Л) =П g пе зависит от выбора функции g из СФ(Л) и является 
(единственным) элементом множества G,S\M (Ry таким образом, условие 
6?ф(Л)=0 равносильно тому, что функционал if может быть продолжен 
до непрерывного линейного функционала на М(R).

Следующая теорема обобщает результаты Парзена (7) и автора (4,10). 
Теорема 1. Функционал if(m), т=М. ЗУ, м-оцениваеы с помощью 

операций из ЬО(Л) тогда и только тогда, когда G^(R)=^^; при этом ста­
тистика ipH, м=<£, лДЛ) >н(н) является единственной наилучшей ЗУ, м- 
н.л.о.

К числу функционалов, ЗУ, лг-оцениваемых с помощью операций из 
ЬО(Л) при любой ЛЛмажоранте R, принадлежат все функционалы 
if((m)^m(t), t^T, так как Л(-, t)^Gu(R).

Будем говорить, что ЗУ, м-н.л.о. t[’определяется ядром В, если 
при любой в.м. P^3R, м с Р-вероятностью 1 if=ifB, м (т. е. if — линей­
ный образ в НР(У) элемента ifB. №77Q(g), ** (см. также (4,10)).
Понятие оценки, определяемой ядром, близко к введенному ранее 
Ю. А. Розановым (2,3) понятию псевдонаилучшей оценки.

Теорема 2. Если R-ЗВ, то при любом М и при любом ЗУ. м-оцени- 
ваемом функционале на М ядро В определяет ЗУ ,м-н.л. оценку фв. и-

Обратно, если ЗУ, м-н.л.о. mB,M(t) определена для всех функционалов 
^t(m)^m(t) при любом одномерном линейном пространстве М^Н(В), 
то R3B.

Если R-ЗВ, МсгНуВ') и при Р^.З,.,, с Р-вероятностью 1 g (•) e.ff(jB), 
то для любого функционала if(m), ЗУ.м-оценпваемого с помощью
операций класса LO(5), можно построить в 77(B) ЗУ. м-н.л. оценку наи­

меньших квадратов (о.н.к.) ifB K.=if (Пт) в г (. ■) ) Пусть g=6\j(B) при 
Р<^33 м с Р-вероятностью 1

ifH.K.=<n^’g(-), g( )>H g ( ■) ^Н(В)-- ifs.M-

Пусть, например, (7, 3. сО — пространство с п-конечиой ме­
рой ц; <?’={С: С^.3, ц(С) <о°}: ядро Ву1(С, D) =ц(СПО), С, D^CP, можно 
рассматривать как «несобственное ■> воспроизводящее ядро пространства 
13 (Т, 3, ц): соответствие где у(С)=$/с/ц, , есть изометриче­
ский изоморфизм между L3(T. 3. ц) и Н(В„). Условие R-PB.^ равносиль­
но тому, что В( ■, t\eI3 (Г. 3. и) и Рпв: (LRBf) (Z) =(R(s. t)f(s) [i(ds) — 

т
непрерывный оператор в L2(T. 3, ц). Если £(•)—измеримая - случайная 
функция на Т и (t) ]2ц (dt) <°°, то g(j<=/?(7, 3, ц) сР-вероятпостью

7'

1. О.н.к. в 13(Т, 3, ц) — о.н.к. с «весом» ц — определяются ядром
Говорят, что ЗУ, м-п.л.о. if эффективна, если if=ifR, м; if состоя­

тельна, если DPif=O при всех Р^ЗУ, м.
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Теорема 3. Пусть R-<B. Тогда-. 1) для того чтобы ^R, м-н.л.о. ipB, м 
класса L0(5) была эффективна (соответственно состоятельна), необхо­
димо и достаточно, чтобы Ьнв(п^(В))<=М(Ё)0Н(В) (соответственно 
LRB (Лф(5)) =0); 2) для того чтобы для всех функционалов ф на М 
PPR м-н.л.о. фв. м класса L0(5) были эффективны (соответственно состоя­
тельны), необходимо и достаточно, чтобы LRB (М (В)0Н (В))^М (Л) Л 
ОН (В) (соответственно Lrb(M(B) ОН (В)) ={0}).

Пусть Обозначим Ма семейство сужений тпа(-) на Та всех
функций пг(-) из М; если "ф=тр(т7г2) коль скоро m^t) =m2(t) на Та, 
мы можем рассмотреть сужение фа функционала ф на Та: фа(та) =ф(т). 
Легко убедиться, что всякая м«-н.л.о. ф'£ (по реализации §(7), 
является 5%, м-н.л. оценкой фупкционала ф.

Теорема 4. Пусть Та, а^А,— возрастающая сеть множеств и 
U Та=Т. Если R-^B и существуют РР,л. Ма-оцениваемые сужения фа функ- аеА

а 
ционала ф на Та при то при а>а0 определены ма-н.л.о. 'Фв“,м“

и при любой мере P^PR, м (J’)l.i.m. фДм«=фв,м и следовательно,

lim ОРфвС1 ма=Орфв>м.
ае.4

Условие RAH необходимо для справедливости заключения теоремы 4 
для функционалов ф((те) =m(t), t^T, на всех одномерных подпространст­
вах М в И (В) (см. (4, 10)). Теорема 4 и критерий состоятельности, данный 
в теореме 3, обобщают теоремы о сходимости и состоятельности регрес­
сионных оценок, принадлежащие Розанову (2, 3) (см. также (*)),  Холе- 
во (5) и автору (4, 10). Некоторые следствия теоремы 4 (см. (10)) близки 
к законам больших чисел для слабо зависимых случайных величин (см., 
например, (8), стр. 352) и к эргодическим теоремам для стационарных 
процессов и полей.
Институт физики и математики Поступило
Академии наук ЛитССР 26 II1974
Вильнюс
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