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Здесь продолжаются исследования, начатые в работах авторов (;1. 
К. Кунепа и К. Прикрого (2, 7) и (3, 5). Основное внимание будет уделено 
свойствам ультрафильтров в конструктивном универсууме L. Это объяс­
няется тем, что комбинаторные свойства L относительно хорошо изучены 
(см. ('*,’)).

1. Воспользуемся общепринятыми понятиями и обозначениями из (', Д. 
Напомним лишь, что ультрафильтр D называется Х-убывающе неполным, 

если существует убывающая последовательность, состоящая из /. 
элементов D с пустым пересечением. Обобщая это определение, назовем, 
следуя (3), ультрафильтр D Х-разложимым, если существует такое се­
мейство g<A, непересекающихся множеств, что (J Xa^D. хотя (J А5=О 

для любого А—/., | S | <%.
Лемма 1. 1) Для регулярного к /.-разложимость и ‘/.-убывающая не­

полнота эквивалентны.
2) Для сингулярных к к-раз.южимсстъ елечет ст л- или. что то же, 

k-убывающую неполноту.
При ССН для предельного /. из и-разложлмостп ультрафильтра при до­

статочно больших ц</. (п cf z.-разлоя:.:мости для сингулярного л) следует 
Х-разложимость D. Это доказано в i 1.

Строение ультрафильтров в терминах убывающей неполноты, по-види­
мому, должно описывать следующее

Предположение. Если суще г-:.;: о (народный ультрафильтр над 
к, являющийся к-убыеающе полным. или хе (.-неразложимым) для неко­
торого k<k, то существует внутренняя подмодель с измеримым в ней кар­
диналом или же, по крайней .пере. суижс~еует О'" (8).

Это предположение, по-видимому. единственно разумный вариант гипо­
тезы Кейслера (9) в свете современных теоретико-множественных пред­
ставлений. Случай /, = <щ тривиален. Наверно, для /с-паследника, удовлет­
воряющего условию предположения, существуют внутренние подмодели 
с любым числом измеримых кардиналов. Слабый вариант этого предполо­
жения для полностью неразложимых ультрафильтров над строго недости­
жимыми кардиналами был получен Дж. Сильвером (3).

Основным случаем предположения назовем случай регулярного к и ССН. 
Изучением этого случая прп V=L займемся ниже.

2. Для исследования убывающе неполных ультрафильтров полезным 
является

Предположение 1 ((г), ССН). Если существует однородный над 
к-улътрафильтр, являющийся к-убывающе полным при cf к>к, то над к су­
ществует к-убывающе полный слабо нормальный ультрафильтр. Ультра­
фильтр U над к называется слабо нормальным, если он однороден и для 
любой регрессивной функции f: /с-*А:(/(£) <£) существует такое Ъ^к.что 
множество {£: /(£)
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Итак, X-убывающе полные ультрафильтры над регулярными кардинала­
ми всегда можно считать слабо нормальными. Рассмотрим такие ультра­
фильтры при V=L. Основным результатом работы (3) является

Теорема (Йенсен, Сильвер, Прикрый). При V=L над некомпактным 
регулярным кардиналом к не существует слабо нормальных к-убывающв 
полных ультрафильтров при к^к. В частности, над к все ультрафильтры 
убывающе '/.-неполны при (ыМк'/.-ык.

Оказывается, что имеет место значительно более общая
Теорема 1 (V=L). На некомпактных регулярных кардиналах не 

существует слабо нормальных ультрафильтров.
Для доказательства воспользуемся следующим комбинаторным 

принципом в L, установленным Р. Йенсеном (5).
Рг(к, к). Существует семейство ST функций из к-+к такое, что для лю­

бого бесконечного Х<=к, |X|<A: и SFЬХ={/ЛХХХ: |ЗАX| X IX|
и любой функции g: к-+к существует с /(£)>£(§) для всех £<к.

Как известно, этот комбинаторный принцип Прикрого имеет место для 
всех некомпактных кардиналов (более слабое утверждение доказа­
но в (’)).

Пусть к — некомпактный регулярный кардинал, a D — слабо нормаль­
ный однородный ультрафильтр на нем. Назовем параметризацией D ото­
бражение П: g->-g множества ординалов к в S(k) со следующими свойст­
вами:

1) |U Rang П | =7с;
2) £ cog для любого
3) для любого U Rang П, {g:
Рассмотрим параметризацию П1 такую, что Д — конфпнальное подмно­

жество g порядкового типа cf(g). Существование такой параметризации 
вытекает из (3), леммы 8—10. Воспользуемся, как п в (С. принципом 
Рг{к, к). Построим матрицу Ai: Е g<&, 'Q<k, подмножеств к так. Пусть 3~ — 
семейство функций, существование которого обеспечивается Р?(к. к) (вви­
ду V=L); &\={f [ |Х|: Тогда (^cf(g)) и ^={AS:
р< |§ |}. Положим g={gp: р< |§|_} п определим .К 2 для g, psS/c:

Iе А и тогда, когда либо либо пли же X це£ и для ординалов, 
р, т<|£| имеем и |i=fep5(g) природ.

Ясно, что для фиксированного и S~k.

ПА,АИ- или (1)

Кроме того, для любой функции /: к-^к. п для любого S^k имеем

geUA, №) при ’-SHSHsl. (2)

R самом деле, пусть "i<k. Понятно, что при 5\gX=^ или /(5) \£— 0, 
U А, ла)- Если же 5U/(5)‘=g, то по определению 9~имеем /Л (5X5)'- 

£ е S
о/гр5 для некоторого р<|||. Поскольку 151 > |g|, то существует т>р
с £=gt. Тогда V(?) =/(£) и £е=А, /(Е)-

Итак, (2) доказана.
Из (1) и (2) следует
Лемма 2. Существует такая параметризация П2: чго А'<

<|Ё* |+(Оо.
R самом деле, предположим, что для некоторого р<к и Т^к,

A^.^D для всех ре?1. Положим для краткости при geU Rang И,, щ = 
= {g</c: Имеем ЛЕ, цЛе-Лще77 для цеТ1. Положим |2={ц—Т, ц<
<j, цПе£Лем}. Теперь и, согласно (1) |g2|.<|§1|. Таким образом,
построенная параметризация П2 удовлетворяет всем требуемым усло­
виям.
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Необходимо еще рассмотреть случай, когда для любого g<& совокуп­
ность тех ц<&, для которых Ас, имеет мощность <к. По определе­
нию SF отсюда следует существование такой функции /: к^>-к, что 
А-, ни&Е для любого £<&. Введем теперь новую параметризацию П3 так: 
g3={£eU Rang Гф, £^4Е,/(С)}. Согласно (2), ||31 < |g*| +а>0. Таким об­
разом, П3 — искомая параметризация и лемма 2 доказана.

Нетрудно заметить, что существование параметризации П, (лемма 2) 
противоречит слабой нормальности ультрафильтра D. Действительно, 

| ; < Ц11 + co„^cf (§). Следовательно, supg2<^ и для некоторого вви­
ду слабой нормальности D, SpSfeo почти всюду (modD). Это противоречит 
определению параметризации (п.п. 1) и 3)). Этим завершается доказатель­
ство теоремы 1.

Интересно рассмотреть компактные кардиналы. Матрицы типа Уламов- 
ской в этом случае бесполезны и необходимо изучать ультрафильтры, свя­
занные со всей алгеброй множеств S(k). В настоящее время неясно, спра­
ведливо ли свойство РДк, к) вообще для всех регулярных к. Если это так, 
то из доказательства теоремы 1 следует положительный ответ на основной 
случай нашего предположения. Тем не менее для небольших компактных 
кардиналов желаемый ответ может быть получен.

Теорема 2 (T’=Z). Пусть Сй — класс несчетных некомпактных карди­
налов. МаДСД\С<>—и>0-итерация операции Мало (10) относительно Са. 
Если аЕ-Мс,(С0) \Со, то над а все однородные ультрафильтры к-убывающе 
неполны при всех (о0^Х=Са.

Приведем набросок доказательства. Пусть над компактным ст. 
есть слабо нормальный ^-убывающе полный ультрафильтр D для некоторо­
го /.<«. По теореме 4 Сильвера и Прикрого (3) достаточно показать, что 
K={g<a: |g| компактно}Предположим, что Z=a\Y^D. Воспользу­
емся свойством Курепы в следующей формулировке:

К (к). Существуют множества А, К, |.4 | = 1 А| =х. К~7. и семейство 
подмножеств А, такое, что U-4—.4. !.4;'=С |^|, {Л-}Еек, —

возрастающая последовательность и 3" ' .4:={F'.4;: имеет мощ­
ность 1 |.

Лемма 3 ((5). (Т=Т)). Для всех некомпактных х>(0о А(х) имеет 
место.

Лемма 4. Для слабо нормального' ультрафильтра Е над регулярным р 
из следует (к. 3) -регулярность Е при некотором к<$.

Поскольку D — однородный ультрафильтр, то Z неограничено в D. Сле­
довательно, по теореме 1 и лемме 4 {=<a: D | ^ |-убывающе неполон и 
111 -регулярен} <sD.

Согласно лемме 3, отсюда получаем, что X = {x<a: xeC0AReg, А(х) 
и D х-убывающе полон} еО.

Лемма 5 (см. предложение 4 из (3)). При н.^Х | Дх/П | = | х“ЛО| = 
=х.

Пусть — семейство подмножеств х, удовлетворяющее А(х) для хе 
еХ. Покажем, что выполнено А (а). Положим AY= ф| хЛО, тогда, по слабой 

х<а
нормальности О, А имеет мощность а и А= (J Ах, где Ax=xa/D имеет мощ- 

ность х при н.^Х. Далее определяем семейство подмножества так: &~=
- П Згх/Й. Так как ультрафильтр D над а однородный, то П х+/О^а+ 

согласно (9). Отсюда следует, что \Д~\^а+ и \&~ = | { П Ах/ОПх“/П:

| = | (П^Пх/П: Eze^~z} | =xa/D=^x при x=X. Итак, свойство Ky- 

репы выполнено для кардинала а.
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С другой стороны, свойство К (а) не выполняется. Действительно, со­
храняя предыдущие обозначения, получим, что П 1^" |'4Х|/О]^а+, по- 

х<а
скольку Однако кардинал в левой части неравенства С ]J %/D.

Ультрафильтр D слабо нормален. Поэтому П v-/D= [J y^lD, а для по 
х<а х<а

лемме 8 Таким образом, получаем неравенство а>а+. Поэтому
не существует кардинала а, который удовлетворяет приведенным предпо­
ложениям, и теорема 2 доказана.

Из доказательства теоремы 2 вытекает, что при У=Л из существова­
ния над а однородного Л-убывающе полного для некоторого Х<а ультра­
фильтра D получаем {и<а: к компактен}еО.

В заключение отметим, что все доказанные результаты справедливы пе 
только при У=Л, но и при V=L(A) для подходящих А<=Оп. В частности, 
используя результаты Йенсена (4), можно показать, что из существования 
над регулярным а однородного Х-убывающе полного при ультра­
фильтра следует существование в L и0-Мало строго недостижимого кар­
динала.

Результаты, изложенные в работе, были получены в 1971 —1972 гг., 
а их продолжение будет приведено в другом месте.

Киевский государственный университет Поступило
им. Т. Г. Шевченко 18 III1974

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Г. В. Чудновский, Д. В. Чудновский, ДАН, т. 198, № 4, 779 (1971). 2 К. Кипел,
К. Prikry, J. Symb. Logic, v. 36, № 4. 650 (1971). 3 К. Prikry. Lecture Note? in Math..
Berlin, v. 337, 1973. p. 459. 4 R. B. Jensen. Ann. Math. Logic, v. 4. № 3. 229 (1972). 
5 С. C. Chang, Theory of Sets and Topology. Berlin, 1972. p. 49. 6 .4. Adler. M. Jor­
gensen. Canal. J. Math., v. 24. № 5. 830 (ТОТЗ). 7 К. Prikry. Ann. Math. Logic, v. 1. 
N« 2 (1971'1. 5 R. Solovay. Trans. Am. Math. Soc.. v. 127. 50 'Юб?1. " Я. I. Ke'.sler,
Bull. Am. Math. Soc.. v. 7fl R44 1964'. H. I. Kei-:'.e~. .4. Тич'-::. Fund. Math., v. 53,
'225 (19641.

1035


