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В работе А. А. Гольдберга (’) было доказано, что если аргументы ну­
лей и полюсов мероморфиой функции удовлетворяют некоторым специаль­
ным ограничениям, то эта функция обладает известной регулярностью 
роста. Оказывается, что аналогичное явление имеет место для функций, 
представимых в виде разности субгармонических в Rm, m^2. Установление 
этого и является целью настоящей работы. Попутно мы получаем много­
мерный аналог одной известной формулы Р. Неванлинны, часто используе­
мой в теории целых и мероморфных функций.

Пусть и (z) — функция, представимая в виде
и(х)=и1(х)~ иг(х), (1)

где u4(z) и w2(z) — субгармонические во всем пространстве Rm, mA-2, функ­
ции, гармонические е некоторой окрестности начала координат. Обозначим 
через щ и р2 меры, ассоциированные по Риссу функциям и, и и2 соответ­
ственно. Будем предполагать, что щ и п2 сосредоточены на непересекаю- 
щихся множествах.

Будем обозначать через х'‘=х/\х\ единичный орт в направлении точ­
ки х.

Пусть У (z°) — сферическая функция степени р, являющаяся решением 
уравнения LY+p(p+m—2) У=0, где L — сферическая часть оператора Лап­
ласа, р — натуральное число. В частности, при т=2 функция Y имеет вид 
Y(z°) =а cos pw+b sin рф, z^eA и является решением уравнения У"+ 
+р2У=0.

Рассмотрим множества В.р, В2Р на единичной сфере {z: |zj =1}, опре­
деленные равенствами Вр‘:--А.х'. У(ж°)>0}, 52p={z°: y(z°)<0}, и некото­
рые множества А,Р<^В)Р, /=1, 2. Пусть P/={z: x^Af) — конусы, соответ­
ствующие областям АТ, /=1, 2.

Определение. Если существуют У и А,р, А2Р такие, что

1
Rn\D,P

|z|p+m'2
< ОО, (2)

то будем говорить, что у функции и (х) массы р разделены.
В частности, у функции и(х) массы р разделены, если распределение 

масс Ц! функции щ сосредоточено в Р/’, а распределение масс ц2 функции 
и2 — В Ь2Р.

Чтобы сформулировать полученные результаты, нам понадобятся неко­
торые величины, характеризующие рост и распределение масс функций, 
представимых в виде разности двух субгармонических.

Пусть и(х) — функция, представимая в виде (1). Обозначим

О тп

Г(т/2) ’
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и положим (4)

т(г, и) =о‘ u+(y)dy, и+ (у) = max{0, и(у)}
Sr(0)

(интегрирование проводим по поверхности сферы 5г(0) — {х: |ж| =г}).
Пусть Et(fl)={x: |х|</,} — шар радиуса t с центром в начале коорди­

нат и ц(4) = ц (£\ (0)). Положим

N(r,u) = (m-2) при т>2,
О

лт/ чN (г, и) = I---------- при 777=2,

T(r, u)=m(r, u)+N(r, и). (3)

Функция Т(г, и) называется характеристикой функции и(х').
Теорема 1. Если у функции и(х) массы р разделены, то существует 

предел lim r~r’T(r. и), конечный или бесконечный.

Порядок и нижний порядок функции и(х), представимой в виде раз­
ности двух субгармонических, определяются соответственно равенствами

р (и) =Iiro {In г}-1 In Т(г, и), },(и) =lim {In z-}-1 In T(r, u). (4)

Заметим, что если функция и(х) является субгармонической, то в соотно­
шениях (4) можно заменить Т (г, и) на М (г, и) = sup и+ (х).

1Е£г(0)

Теорема 1 показывает, что рост функции и(х) по может быть сколь 
угодно нерегулярным. В частности, из нее непосредственно вытекает, что 
если Х(м) <р, то р (и)

Эта теорема является обобщением теоремы А. А. Гольдберга (*, 2) (см. 
также (3), стр. 338). В самом деле, если /(z) — мероморфпая функция, то 
функция u(z)=ln |/(z) | является разностью двух субгармонических функ­
ций w1(z)=ln |/i(z) | и n2(z)=ln |/2(z) I, где /i(z), /2(z) — целые функции 
без общих корней такие, что

/(z)=/1(z)//2(z). (5)
Мера ц1=ц1(£') равна числу корней функции /(z) на множестве Е, а 

ц2=щ(Я) — числу полюсов функции /(z) на множестве Е. Для такой функ­
ции u(z) характеристика Г (г, и) в смысле определения (3) совпадает сне- 
ванлипновской характеристикой Г (г, /) для функции /(z), определенной 
равенством (5).

Если пули и полюсы разделены по определению А. А. Гольдберга ((3), 
стр. 338), то это означает, что массы функции u(z) р-разделены в смысле 
нашего определения при выборе Y=cos pep и

J —О

где г) — число, удовлетворяющее условию 0^ц<л/(2р). Отсюда следует, 
что при 7/7=2 теорема 1 содержит теорему А. А. Гольдберга.
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В вопросах теории целых и мероморфных функций находит применение 
следующая формула Р. Неванлпнны ((5), стр. 37):

1ат1р
гр

cos рат—

— У (~2р \ | b п Р\Ьп .!<?■

|6,JP\ dp—— ) cos pP>n+rp Re —-In f (z) 12=0,
Г1 / Cf7.P

(6)

где a„,—arga,„, [3„—arg bn. Для доказательства теоремы 1 понадобилось 
обобщение формулы (6) для функций вида (1), представимых в виде раз­
ности двух субгармонических. Пусть А = 1+2р/(7тг—2) при т>2 и 1/(2р) 
при т=2, а В=А при т>2 и ’/2 при т=2. Пусть Кг = $ У2(ж0) dxa, а 

s,(0)
Wt (t, р) =tp—t~p.

Теорема 2. Пусть функция и(х') представима в виде (^.Справедли­
во соотношение

о-1 J u(y)Y(y°) dy=AR{2~m}/2 J i
Sr(0) £>J0)

BR? c
X Y(y°)dv+—— f и(х)У (x^dx0,

Кг I x Ip J ,

где v = pt — y.2, x — точка, принадлежащая окрестности начала координат, 
в которой и,(х) и и>(х) в представлении (1) гармонические.

А. А. Гольдберг ((3), стр. 344) показал, что у мероморфной функции 
/(z) достаточно большого роста с разделенными нулями и полюсами 
«мало» нулей и полюсов в том смысле, что величина z(/)=lim (N(r, 0) + 

Г—*■ со

-rN(г, °о) )/Т(г, f) строго меньше 2.
Аналогичный результат верен для функций, представимых в виде (1), 

с разделенными массами. Обозначим х (и) = lim (N(r, —и) +N(r, и)) /Т (г, и).
Г -> -»

Теорема 3. Пусть у функции и(х), представимой в виде (1), массы р 
разделены.

а) Если 0 < lim г“г>7’(г, и) <°°, тох(и)=0.

б) Если 11т г_р7’(г, гг)=°°, то х(гг)®£2/ (1+Х,), где постоянная Ki = 

=Kf(Y, AC, А2р, m)>0.
Автор признателен В. С. Азарину и И. В. Островскому за постановку 

задачи и внимание к работе.
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