
Доклады Академии наук СССР
1974. Том 219, № 1

УДК 517.392 МАТЕМАТИКА

И. В. БОЙКОВ

ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ АЛГОРИТМАХ ВЫЧИСЛЕНИЯ КРАТНЫХ
СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ
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Оптимальные алгоритмы вычисления обыкновенных интегралов изуча­
лись в (1_3), а одномерных сингулярных в (4). Целью данной заметки 
является построение оптимальных алгоритмов для вычисления кратных 
сингулярных интегралов.

Пусть На а (с) — класс функций s переменных, удовлетворяющих 
условию Гёльдера с показателем а и коэффициентом с по каждой пере­
менной; классы функций Е„а, Hsa, Dsa введены в (3).

Рассмотрим сингулярный интеграл (с.и.)
S (ф) = (ni) ~s J... J ф(т1,...,т„) (Ti-ii)-1.. . dr3, (1)
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где — единичная окружность с центром в начале кординат, i=l,2,
Поставим интегралу (1) в соответствие квадратурную формулу (к.ф.) 

/(Ф) =

(2)
где Mk= (ei (fc),..., е., (k)), fc=l, 2,. .., N,— сетка, точки Mk — узлы к.ф.? 
X' означает, что суммирование проводится по к таким, что е,(А), 8;(А±1)^ 
^[sj+min |е;(Л)—еДА:—1) | ], t,=ets( т3=ега/.

k
Теорема 1. При любом N>1 для всякой сетки Mk, А=1, 2,..., А, 

найдутся функции ф(£ъ..., £„), принадлежащие классам Н; (с), Н3а, 
Dsa и такие, что погрешность к.ф. (2) удовлетворяет неравенству 
^2’(“+1>cs«-sns<a-1’A-“lnsA в случае (p^Hsa....а(с) и |7?>О(А-а1п8 А)
в случае <р<^НТ, Dsa.

Доказательство приведем лишь для случая <f^H а(с). Пусть 
D — s-мерный куб [0, 2л;...; О, 2л]. Выберем целое п из условия 
n=[ (2А)1/8+1] ([а]—антьеа) и разделим каждую из сторон куба на п 
равных частей. Так как ns^2N, то имеется по крайней мере А кубов, не 
содержащих внутри себя ни одной точки Мк. Выделим эти кубы и внутри 
них построим функцию ф’Ц,,..., t„) =ф1*(£1)ф2*(А2) ... ф/ЦД следующим
образом. Пусть (01”1),..., 1 — координаты той вершины А-го куба, кото­
рая будет ближайшей к началу координат. Определим ф/ (т.), следуя (4): 

<P<’(Ti)=g1*(o1) =

с(о,-ег(А))“ при O.efo/'1’, 0?,+ (2тг)-1],

с(0-М +п при а,е[о/' ’+(2и)-‘, 0i(k'+ra_1 ], если ctg 1/г (сг<—Si) <0;

—с(о~0; )“при [0-’, 0;(й>+(2п) ‘], если ctg V2(o—s,) 5=0;

—с(о;—0,( )“ при о,е[0г( \ 0;1й>+(2и) *], если ctg ‘/Дщ—«,)<0;
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Найдем ip*(Q..., ts) —S (ф*). Имеем
max j ip* (Q..., Q | > | ip’ (1,..., 1) | 

, (s .
n / n f (Ai+i)/n

II ■■•£<-)- f -
A1==U ks== 0 lii/n

где 2' означает суммирование по выделенным кубам.
Используя рассуждения (4), убеждаемся, что для каждого сомножи­

теля справедлива оценка ~(2,+асл“_7(гаа(а+1))) Inп и, следовательно,

|ф*(1,..., 1) |~2s<'I+1,(a+l)-ss-scs%s(a-1W-“ln’2V.

Теорема 2. При любом N>1 для всякой сетки Mh=(e.t(k),... , es(fc)), 
k=l,2,...,N, найдется функция cp(tt,. .. ,t,)^Eaa, ос>1, такая, что по­
грешность к.ф. (2) удовлетворяет неравенству \R\^O(N~<-a~t)).

Доказательство. Как и выше, выделим N кубов, не содержащих 
точек сетки Мк. Аналогично вводятся координаты (О,(ft>,..., 0,"'’).

В выделенном кубе вводится функция
Ф (оъ..., о,) =ср (О1-01(,1>) . . . ф (0,-0^’ ) ,

где
ф(О4-6( ) =

п 1 sin л/г (о,—О,1* ), если 0;<Л> 5£о1=С0(/°+1/и, cig */2(о4—sf) >0,

—га-1 sin лга(о—G,W ), если ctg 1/г(о4—sf) <0;

ф(О1,..., оД =0 в остальных кубах.
Известно (Д, что (рСсч, . . ., os)^Esa. Обозначив ф(^,..., Q =5(ф), 

имеем
eW-H/ri

!,..., Q| > |ф(1, ..., 1)1 = |2 <Р

Пусть Р”;;;Д02 [ф(о1,..., о.,) ] =Р0”[Р„2п-• ■ [Ра/[ф(о1,...,оД ] ...], где 
Р„ гп — оператор проектирования на множество интерполяционных тригоно­
метрических полиномов степени не выше п по узлам sk—2kn/(2n+i), 
k=0, 1,..., 2га, и по переменной о,.

Теорема 3. Пусть N=ns. Если ф(а1т...,аД=Д7, то для к.ф.
2я 2Л

(2л) ~s J ... J [ф(щ, ...,Os) -РаГ".",[ф(<7,... , о3) ] ]Х

справедлива оценка | R | =0 (N~'1 lns N).

(3)
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Доказательство. Утверждение теоремы следует, из определения 
класса функций D“ и оценок для интерполяционных полиномов (5).

К.ф. (3) является оптимальной по порядку для функций класса Р8“, но 
не является таковой для функций класса Еаа, Нка, Н ® а .

Теорема 4. Пусть N=ns. Если ф(в17.. ., s„) принадлежит классам 
функций Ий. а , то для к.ф. (3) справедлива оценка |7?| =
=0 (jy-a/s lns N), причем эта оценка является достижимой.

Рассмотрим с.и. с ядром Гильберта

9
U (ф) = (2л) s J... J(1 (oi,..., os)ctg-T_£1... ctg_L—do2... dOs,

О о

Если ф (oi,..., оД зависит от меньшего числа переменных о,-, чем s, 
то С7(ф)=О. Построим функцию ф(о4, . . .. о„) следующим образом. Если 
S = l, ТО ф(О1)=ф(О1)—ф(«1). ЕСЛИ 5 = 2, ТО ф(о1,О2)=ф(п1,О2)—ф(51,О2) — 
— [ф(0], s2)—ф(«1, s2) ]. Построение функции ф(а„...,оД очевидно. Пусть 
феЕ “. Можно показать, что ф(о4, . . ., os) ctg s,) . . . ctg V2(os—s8)s
^Esa~\ а так как П(ф) =U(ty), то применение к интегралу П(ф) к.ф., по­
строенной па узлах параллелепипедальной сетки (3), дает погрешность 
O(N~<a~i} ln(“_1,W) ({3—индекс оптимальных коэффициентов). Сравни­
вая эту оценку с результатом теоремы 2, убеждаемся, что предлагаемая 
к.ф. является близкой к оптимальной.

Пусть де/7/:. Если производные порядка (as) от функции ф удовлет­
воряют условию Гёльдера в окрестности точки (s4,. . ., ss) или, более 
обще, если существуют интегралы ), то, применив к интегралу
U(ф) (ф построена выше) к.ф., построенную на узлах параллелепипе­
дальной сетки (3), получаем погрешность в вычислении П(ф), равную 
O(7V~“ ln“s N). Если же указанные интегралы не существуют, то поступим 
иначе. Представим ф(о4, ...,а8) в виде ф(щ,..., оД =tj(oi, ..., оД + 
+б (щ,...,оД, где 1] (о., ..., оДи такая, что ц (о4,..., оД =ф(о4,...оД, 
если akc^(sk—N~i,‘, sh+N~i,s), k=l, 2,..., s, (as) производные функции 
i](oi,..., оД удовлетворяют условию Гёльдера в (7V~1/s) окрестности точки 
(s4, ...,ss). Построение функции б(о4,.. ., оД очевидно. Тогда £7(ф) = 
=U(r\)+U(6).

К первому интегралу применяем описанный выше алгоритм. В ре­
зультате получаем погрешность О (N~a lnaii N). Во втором интеграле функ­
цию б(01,...,0а) заменяем полиномом [6(oi,..., оД ]. Погреш­
ность такой к.ф. есть О (N~a lns N). Из построения б (щ, <т2,..., оД видно, 
что в этой к.ф. используется только N значений функции б и, следователь­
но, ф. Остальные значения равны 0. Таким образом, описанный алгоритм 
дает к.ф., близкую к оптимальной.

Предположим теперь, что ядро с.и. (1) принадлежит множеству F—Fps 
аналитических в области E,P=Z?P1X£'P2X ... XEPs функций, суммируемых 
на границе, где ЕР1. есть область комплексной плоскости zk=xh+iyk, огра­
ниченная эллипсом Эр/С с полусуммой осей р* и с фокусами в точках 
(1, —1), причем единичная окружность цк<^ЭР1., к = 1, 2,. .. , s.

Теорема 5. Если N=n', то для всякой сетки Mh, Ar=1, 2,..., 2V, най­
дется функция q>(tt,t2,...,ts)^F такая, что погрешность к.ф. (2) оцени­
вается величиной | R |^0(1/ min рДп). С другой стороны, к.ф. 5(ф) = 
=S(Pna--n а [ф(01, ..., оД])+Я имеет погрешность |7?|=0(( min рД_”Х

• • *

X lns п.
Доказательство. Так как ф (£,, t2, ..., ГД — аналитическая внутри 

YiXy2X.. .X^s, то по теореме Сохоцкого S (ф) =2“Др (fb i2, . . . , ts). Поэтому, 
если для к.ф. (2) на классе функций F справедлива оценка, лучшая, чем 
приведенная в теореме, то эта к.ф. может быть применена в качестве оп-
2 ДАН, т. 219, № 1 17



тимального алгоритма минимизации функций. Известно (6), что оптималь­
ный алгоритм минимизации функций в классе F, использующий N значе­
ний функции <р, имеет погрешность <7(1/ ( min р*)п). Поэтому существует 

функция q><=F, на которой |К| больше или равна величине 0(1/ ( min рй)п). 

Второе утверждение теоремы следует из оценок интерполяции аналитиче­
ских функций по равностоящим узлам (5).

Замечание. Если рассмотреть класс функций Fp, аналитических 
в топологическом произведении колец 1/р=С | zk | =^р, то в условиях теоре­
мы 5 можно утверждать, что для к.ф. (2) справедлива оценка | R | 3® 
Х?(р~”), а для приведенной в теореме 5 к.ф. справедлива оценка 
O(p~’llns п).

Остановимся на применении метода Монте-Карло к с.и. Заменой пере­
менных с.и. (1) сводится к интегралу

О о

в достаточно широких классах функций ср справедливо равенство

dxi dx?.... dxs=

К правой части равенства применим метод Монте-Карло.
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