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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ ФУНКЦИИ, ИМЕЮЩЕЙ ЗАДАННЫЕ 

ЛЕБЕГОВСКИЕ МНОЖЕСТВА

(Представлено академиком /1. II. Тихоновым 20 V 1974)

В настоящей заметке мы усиливаем известную интерполяционную тео­
рему (см. (2), стр. 264) следующим образом: ограниченность линейного' 
оператора Т на заданной паре пространств Лоренца предполагается только 
на некотором семействе Н характеристических функций, что позволяет ин­
терполировать на промежуточное пространство Лоренца, пересеченное 
с замкнутым выпуклым конусом, порожденным Н. В качестве следствий 
получаются теоремы интегрируемости для обобщенного преобразования 
Фурье функций, у которых все лебеговские множества — шары или много­
гранники в Rn.

Предположим, что (Хо, Qo, Цо) и (A), Qb щ) — пространства с неотрица­
тельной о-конечной мерой. Через L(jp, q), как обычно, будет обозначаться 
пространство Лоренца, а через || • || р — функционал, порождающий топо­
логию L(p, q) (см. (2), слр. 253), причем мы не будем пояснять, над каким 

i=Q, I , строится L(p, q), если это ясно из контекста.
Пусть У,, i=0, 1,— линейные топологические пространства, а Т: Уо->- 

У, — линейный оператор, переводящий всякую последовательность {т„}, 
сходящуюся в Уо к т, в последовательность {Тт„}, сходящуюся в У1 к Тх.

Предположим еще, что заданы числа p(i), g(i), 0<p(z)<°°, 0<<?(t)<°°, 
j=l, 2, p (0) <p ( .1), д(0)У=5(1) и что справедливы непрерывные вложения 
L(p(i), 1)-У=, °°)сУь j=0, 1, где L(p(z), 1) строится над Х„,
a (Z), °°) — надА\.

Рассмотрим некоторое семейство Z измеримых относительно р0 мно­
жеств, которые имеют конечную меру и удовлетворяют следующим усло­
виям: 1) где 0 —пустое множество; 2) если щ, z2eZ, то пли p0(zl\
\z2)=0, пли =0; 3) если z,eZ и p0(zAz2) =0, где А — симметри­
ческая разность множеств, то л-4; 4) Z замкнуто относительно взятия не 
более чем счетных объединений и пересечений его элементов. Обозначим 
через И семейство характеристических функций элементов Z. Предполо­
жим, что Т переводит IIcoL{p{i), 1) в L(q(i), <») ограниченно, т. е.

11^x11 <г(О,~ =< AO%llP(i),i, i=0.1, Я. (1)

Нам понадобится еще несколько обозначений: через К(Н) будет обо­
значаться выпуклый конус, порожденный Я, т. е. множество всевозможных 
линейных комбинаций с неотрицательными коэффициентами элементов Я, 
а через К (р, q, Н) — замкнутый выпуклый конус, порожденный Я в 
L(p. q), он совпадает с замыканием К(Н) в L(p, q). Сделаем предположе­
ние о минимальной непрерывности оператора Т: он должен переводить 
всякую возрастающую последовательность элементов К{Н), сходящуюся 
почти всюду на Хо к ограниченной и обращающейся в нуль вне множества 
конечной меры функции /, в последовательность, сходящуюся по мере щ 
к У/.
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Если функция / определена на некотором пространстве с мерой, изме­
рима и неотрицательна, то через Е(у, f), у>0, будут обозначаться лебегов- 
скпе множества /; по определению Е(у, f) = {x: fix^y}; через будет 
обозначаться характеристическая функция Е(у; f), а через — перестанов­
ка /в певозрастаютцем порядке па (0, °°) (см. (2), стр. 251).

Имеет место следующая интерполяционная
Теорема 1. Пусть выполняются все отмеченные выше условия на 

и оператор Т и пусть 0<9<J,

1 _ 1-е + е 11—0 е 
/>(0) /ДО) д(1) ’ 7(0) 7(0) + 7(1)

Тогда

\\T]\\q’W:a^Mejf\\;{e).s (2)
для всех f^K(p(Q), s, 1Г), 0<№£°°.

Сначала докажем вспомогательное утверждение.
Лемм а. Конус К (р, у, Н) совпадает с множеством всевозможных не­

отрицательных функций f из L(p, q) таких, что Е(у, для всех у>0.
Доказательство. Определим нижнюю срезку функции / на уров­

не а при помощи равенства
?.мДИ| есл” (3)

I а, если f(x)> а.,
и верхнюю срезку /а (х) =/(.r) — fa (х).

Если ^Е{р, 7)_п Е(у, f)t=H для всех 7>0, то легко проверить, что 
Е(у; Е(у: для всех z/>0, а>0. Кроме того справедливо ра­
венство а

/аО) = J XiMdy. (4)
о

Интегральные суммы интеграла в правой части (4) принадлежат К(Н), 
и можно найти возрастающую последовательность таких сумм, сходящую­
ся почти всюду к /а. Тогда имеет место сходимость в L(p, 7), и Де 

(р, 7, П) для всех а. Отсюда следует, что (р, 7, И).
Обратпо, если f<^K(p, 7, //), то существует последовательность {т„} эле­

ментов К(Н), сходящаяся в L(p, q) к /. Ясно, что Е(у. для всех у
п п (это следует из свойства 2) семейства Z). Из последовательности т„ 
можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся почти всюду, а предел 
почти всюду сходящейся последовательности функций, имеющих лебегов- 
ские множества из Н, также обладает этим свойством ввиду свойств се­
мейства Н. Лемма доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 1. Сначала докажем теорему о про­
должении оператора, аналогичную теореме (2.5) из (2), стр. 259. Покажем, 
что из неравенств (1) следует, что

WTfW^y^^M.WfW^M i =0,1, (5)

для всех f<^K (p(i), 1, П).
Действительно, при помощи рассуждений, использованных при доказа­

тельстве цитированной теоремы (2.5) из работы (2) и теоремы (1.5) из той 
же работы, мы докажем неравенства (5) для всех .

Пусть теперь х^К(Н), п=1,..., °°, и т„ сходится почти всюду, возра­
стая, к функции g, ограниченной и сосредоточенной на множестве конеч­
ной меры. Тогда ввиду предположения относительно Т, имеем Txn-+Tg по 
мере, а отсюда следует, что

ЦУ?11««),~ Slip || ТТпIlgOO.oo Л/гвирЦТпЦро-),! Jfillgll р’щ.ь
и п
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При доказательстве (6) было использовано несложно проверяемое 
свойство пространств L(p, °°), которое заключается в следующем: если 
fn—f по мере и ||/п|| р>сс <М, то ||/|| р^<М.

Далее, для любых а и £ таких, что 0<a<jU разность fa удовлетво­

ряет требованиям, наложенным па g в доказанном выше неравенстве (6),. 
значит,

\\TJt - Tfa\\qW,^ МАй - МСо,-

Отсюда предельным переходом в L(p(i), 1), используя непрерывность Т на 
Уо в У1 и вложения L\р (i), 1)<=У0, L(<?(i), °°)<=У1, получаем (5).

Теперь теорема 1 выводится из неравенств (5) при помощи рассужде­
ний, использованных при доказательстве интерполяционной теоремы сла­
бого типа в работе (2). Необходимо только заметить, что срезки ft, f функ­
ции / на уровне x=r(t7), где f=[l/g(0) —1/д(1) ]_/[1/р(9)—1/р(1) ], опре­
деленные в (2) на стр. 264, связаны со срезками /т, /т, определенными ра­
венством (3), при помощи соотношений (ж), fx (х) =ft(x) +ту,т (х).

На этом доказательство теоремы 1 заканчивается.
Применим теорему 1 к случаю, когда Х0=Х1=7?", где R‘! — и-мерное эв­

клидово пространство; Цо = Ц1 = Щ где ц — мера Лебега на /?”; У0=У1 = 
=S' (RH), где S' — пространство медленно растущих обобщенных функций 
со слабой топологией (см. (*), стр. 2'12); Т — оператор, ставящий в соответ­
ствие обобщенной функции f из S' ее преобразование Фурье f (см. (')„ 
стр. 214). Известно, что Т переводит в S' сходящиеся последовательности 
в сходящиеся (см. (*), стр. 215).

Рассмотрим два случая: 1) каждый элемент Z совпадает ц-иочтп всюду 
с некоторым шаром в R”; 2) каждый элемент Z совпадает ц-почтп всюду 
с некоторым многогранником в Rn. Для первого случая (при и>2) р(О)=Д 
р(1) =2ге/(га—1), g(0)=°°, q (1) =2и/ (га+1), а для второго (при нЗИ) 
р(0) =1, р(1) =г, д(0) = °°, q(l) =г', где г —любое фиксированное число, 
большее 1, а 1/г+1/г'=1.

Действительно, известно, что для шара R с центром в начале координат 
и радиусом h преобразование Фурье характеристической функции нахо­
дится по формуле

hn/2Jn/zW\x\\)
1ЫГ2 ’

где || • II — норма в Rn, а 7„/2 — функция Бесселя, а отсюда, ввиду известных 
оценок для функции Бесселя,

II %В II 2п/(п +1 ) , ОО Сп |1%в|| 2п/( п— 1) ,1*

Остальные свойства оператора Т, требуемые в условиях теоремы 1, сле­
дуют из того, что Т непрерывен из L(l, 1) в i(°°, °°).

Во втором случае для прямоугольного параллелепипеда Р в Rn со сторо­
нами, параллельными координатным осям, и с центром в начале координат 
несложно доказать расширенное неравенство Хаусдорфа — Юнга, 

!1/.р|)г”,г’ -й с/||хр||г*,г, а отсюда ЦуД! -Д с/Ц/Д .*! ввиду теорем вложения 
для пространств Лоренца (см. (2), стр. 253, (1.8)). Далее, замечаем, что 
последнее неравенство сохраняется, если вместо Р брать его образ при не­
вырожденных линейных преобразованиях и сдвигах. Отсюда следует, что- 
оно верно и для симплексов (симплекс — это выпуклая оболочка множест­
ва, состоящего пз (п+1)-й точки, которые не лежат в одной гиперплоско­
сти), с постоянной, не зависящей от симплекса, так как симплекс является 
пересечением двух параллелепипедов.
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Теперь можно доказать, что для любого многогранника М

iixmIi:-,» гчыС.
где \(М) — наименьшее число симплексов, на которые можно разбить Л/. 

Из этих рассуждений и из теоремы 1 следует
Теорема 2. 1) Если функция f такова, что все ее лебеговские мно­

жества — шары в Rn, то для 1<р<2п/ (n—1), 0<№С°° имеем

где i/p+l/p'—l, а с зависит только от п, р и s.
2) Если функция f такова, что каждое ее лебеговское множество — мно­

гогранник в Rn, причем sup[A(E'(y; /))]=а<°°, то для CXs^o*
и

имеем

где с зависит только от п, р, s и а.
Замечание 1. Известно, что при 1<р<2 неравенства (7) и (8) спра­

ведливы для любых функций f (см. (2), стр. 270).
Замечание 2. Теорема 2 содержит два типа заключений: о регуляр­

ности обобщенного преобразования Фурье функции /ио выполнении не­
равенств (7) и (8). Напомним, что обобщенная функция регулярна, если 
она порождается локально интегрируемой функцией.

Теорема 2 допускает обращение в более широких условиях. Точнее,, 
справедлива

Теорема 3. Пусть функция / имеет лебеговские множества, удов­
летворяющие условию [diam£(y; /) ]n=^sp7? (у; /), где постоянная е не за­
висит от у, и пусть обобщенное преобразование Фурье функции / регу­
лярно.

Тогда для \<р<°°, 0<№7оо выполняется неравенство

!!/11з>\з ^cll/iip.s,

где с зависит только от п, р, s и е.
Замечание 3. Конечно, diam£'(y; /) — это существенный диаметр,, 

т. е. inf (diam А), где А совпадает с Е (у; /) почти всюду.
А
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