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Всякое «-параметрическое семейство (Ld)a d-мерных плоскостей Li 
в JV-мерном проективном пространстве PN при a+d<N можно рассматри­
вать, по крайней мере локально, как точечную (d+a)-мерную поверхность 
Vd+a, которую назовем плоскостной поверхностью (подобно тому, как се­
мейство прямых (Aj)i можно рассматривать как линейчатую поверхность). 
В данной заметке дается проективная классификация плоскостных по­
верхностей, основанная на числе о торсов, проходящих через текущую об­
разующую Ld, и излагаются основы их проективной теории. При о=а по­
верхности Vd+a являются тангенциально вырожденными; они были пред­
метом ряда исследований (1_5).

1°. Однопараметрическое подсемейство 40 плоскостей Ld назовем тор­
сом, если в каждой плоскости Ld оно имеет характеристикой плоскость 
размерности d—1. Пусть Т (X) — касательная плоскость поверхности Vd+a 
в точке X^Ld. Обозначим через T(Li)a линейную оболочку плоскостей 
Т (X) во всех неособых точках X плоскости Ld, т. е. подпространство ми­
нимальной размерности п, содержащее все Т (X), которое совпадает с ка­
сательным подпространством для образующей Ld семейства (Ды)а (6). 
Число р=п—d—а назовем индексом плоскостной поверхности Vd+tt. 
Плоскость Li+a, являющуюся пересечением плоскостей Т (X) во всех не­
особых точках X<^Ld, назовем ассоциированной плоскостью для 
Ld. Очевидно, что Li+n=>Ld и О^о^а. Если оЭИ, то поверхность Vd+a назо­
вем плоскостной поверхностью типа о и обозначим 0Уа+а.

Теорема 1. Индекс р плоскостной поверхности oVd.ha удовлетворяет 
условию p^d(a—о).

Пусть через плоскость Ld поверхности Vd+a проходит о торсов Чг1т, 
т—1,..., о^а. (В дальнейшем предполагается, что направления всех тор­
сов ЧЧ* линейно независимы.) Пусть — характеристика, a xLd+i — ка­
сательное подпространство для плоскости Ld торса 4V, причем dim xLd+1 = 
=d+l. Связь между типом поверхности Vd+a и числом торсов ЧЧТ устанав­
ливает следующая

Теорема 2. В общем случае плоскостная поверхность <,Vdda типа а 
характеризуется тем, что через каждую ее плоскость Ld проходит а торсов 
ТТ, т=1,..., о. При этом для каждой плоскости Ld ее ассоциированная 
плоскость Ld^ есть линейная оболочка касательных подпространств xLd+l 
всех торсов Чг1т.

Пусть T(Lxd_j)a — касательное подпространство семейства {Ld_J)a.
Теорема 3. Для поверхности <,Vd+a типа касательное подпрост­

ранство T(Lxd_^a имеет размерность min {п, d—l+o+d(a—о)} и содержит 
все касательные подпространства x,Ld+i для плоскости Ld всех торсов ТТ1, 
кроме подпространства xLi+l, тд^т.

Обозначим характеристику касательного подпространства xLd+l семей- 
:тза CZd-Js через ch (xLd+i)a.

Теорема 4. Если для поверхности aVd+a типа о^2 имеется характе­
ристика Ch (TLd+1)(„ то она содержится во всех характеристиках Lx^ плос­
кости Ld всех торсов Чг1т‘, кроме характеристики Ld_v т^т.
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Торсы 4V, т, т,=1,о, поверхности aVdd.a определяют ткань (при 
о=а — сеть), которую назовем ф о к а л ь н о й. Систему характеристик 
L’_iтоРсов поверхности <,Vd+a назовем независимой, если в каждой 
образующей Ld ковекторы характеристик линейно независимы. Очевидно, 
для этого необходимо o^d+1. Если же ковекторы характеристик L^_iB Ld 
будут линейно зависимы, то систему характеристик L J_i назовем зави­
симой. Это всегда будет, если o>d+l. Поверхности aVd+a будем назы­
вать поверхностями м а л о г, о те. га, если o^d+1, и поверхностями 
большого типа, если o>d+l.

2°. Плоскостные поверхности BVd+a малого типа с независимой систе­
мой характеристик обладают следующими свойствами.

Теорема 5. Плоскостные поверхности aVdda расслаиваются на оо“-а 
тангенциально вырожденных поверхностей с независимой системой
характеристик.

Следствие. Касательное подпространство T(L2_l')a для каждой из 
поверхностей на которые расслаивается „V+a типа 05^2, совпадает
с линейной оболочкой всех касательных подпространств x'Ld+i, tVt.

Теорема 6. Семейство характеристик (Aj_t)a, тй = 1, • ■ •, ст, т, фик­
сировано, плоскостной поверхности является плоскостной поверхно­

стью 0Г,;~1+а того же типа и с той же фокальной тканью. Если o^d, то 
в общем случае система ее характеристик Lx^d будет независимой.

Эти плоскостные поверхности будем называть первыми
фокальными поверхностями поверхности aVdd.a. По теореме 6 каждая 

поверхность BVd'_i+a имеет фокальные поверхности Л-Х, > кото­
рые назовем вторыми фокальными поверхностями исходной плос­

костной поверхности 0TVa и т. д. Характеристики Ld-? и Ld-l' совпа­
дают и поэтому данная поверхность aVdd.a имеет о первых фокальных по­
верхностей, вторых фокальных поверхностей, С-в±2 третьих фокаль­

ных поверхностей „Va-з+а и т. д.; наконец, Co+d-i фокальных

поверхностей Эти a-мерные поверхности ..V’V*0 расслаи­
ваются на °°а~а о-сопряженных систем (7), образованных сопряженными 

линиями TV фокальной ткани. Все эти поверхности Хм” являются 
фокальными преобразованиями (8) друг от друга. Образующая плоскость 
Ld данной поверхности аУй+„ имеет соприкосновение порядка d с линиями 

TV ткани d-й фокальной поверхности 0TV'aT (т берется d раз); со­
прикосновение порядка р с линиями TV, порядка q с линиями TV2 и ка­

сается линий TV на d-й фокальной поверхности 0Fo+ir'T‘T2"'T2Ts (т, (т2) 
берется p(q) раз и p+q+i=d).

Таким образом, плоскостная поверхность BVdd.a образована соприка­
сающимися порядка d плоскостями к семействам сопряженных линий TV 
на о поверхностях VaT, расслаивающихся на °°а~а о-сопряженных систем.

Заметим, что каждая из поверхностей V = 1, • • • V имеет
индекс — 0 (® — з), а теорема 4 справедлива относительно каждо­

го из касательных подпространств Т (Ld-i"1)а поверхности 0Vd-i+i+a ' Для 
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плоскости Ld-i+i \ содержащей о характеристик L'^-i "3 именно Т (Ь'^С1)а 
содержит все Tj = 1, • ■ ■ Ь =г= кроме ’’Ld-i+a"1-

Теорема 7. Если N>d+l+a, то семейство касательных подпрост­
ранств (T‘Ld+1)a плоскостной поверхности aVd+o в общем -случае является 
плоскостной поверхностью ат,Уа+1-а того ясе типа с независимой системой 
характеристик и с той же фокальной тканью.

Эти о плоскостных поверхностей aT1Vd+i+a назовем первыми каса­
тельными поверхностями для aVd+a. Если N>d+2+a, то касательные 
подпространства T2T'Ld+2 поверхностей aT,Vd+1+a образуют поверхности 
У‘Ed+2+a, которые назовем вторыми касательными поверхностями 
для jEd+a. Так как T,T2id+2 и T,T2Z/d+2 совпадают (они являются линейной обо­
лочкой T,Ld+i и XzLi+i при Т1+=т2), то вторых касательных поверхностей бу­
дет Ca+i . Таким же образом вводятся третьи касательные поверх­
ности TlT2T1oTzd+34.a, если N>d+3+a, которых будет С3о+„ и т. д., наконец, 

С —а)-ых касательных гиперповерхностей в PN.
Касательные подпространства плоскостей tg-T‘Lx_0_i, t>=N—2a—d—i, об­
разуют конгруэнцию плоскостей а(Л.у_0)0, расслаивающуюся на впол­
не фокальных (9) о-параметрических семейств плоскостей ДЛх_а)0 с теми 
же торсами ТГ. Касательные подпространства 2Е-.---, торсов Т\т (т 
фиксировано) конгруэнции o(Lx_a)a образуют a-параметрпческое семейст­
во, обладающее о системами торсов VГ1, которое назовем плоскостной 
системой aT‘(Z,N_a+i)a. Эта система ат‘(Лх_а+1)а порождает плоскостные 
системы (Lv-a-i-г) а,..., т“-‘-■■+ (£.v-i) а с той же фокальной тканью, рас­
слаивающиеся на плоскостных систем „т‘ (Лх_о+1) 0, -Т,-(АХ_3_2)О,...
..., т’"ь ■T,0(LK-i)e соответственно и представляющие вполне фокальные 
семейства плоскостей с той же системой торсов-ЧУ.

Заметим, что теорема 6 распространяется на касательные поверхности 
п плоскостные системы, причем индекс р"‘, /п=1,..., m-тх касательной 
поверхности не более (d+m) (а—о).

3°. Для плоскостных поверхностей oyd+o малого типа с зависимой си­
стемой характеристик имеет место

Теорема 8. Пусть характеристики vt=l,..., Oi, образуют в Ld 
независимую систему, а ковекторы остальных характеристик L^-ю v = 
=01+1, . . ., о, линейно выражаются через все ковекторы характеристик 
Т 9

Тогда поверхность яУд+а расслаивается на <»a_0 (d-^a) -мерных кону­

сов ЯГ,7Д’ с (d—с^-мерными вершинами Ld~a'°', , являющимися пересе­
чением всех L£_fxLd. Если при атом любые тройки ковекторов характерис­
тик независимы, то фокальная сеть ЯГ^'Д будет голономной (3) и будут 
иметь место теоремы 6и7.

Заметим, что теоремы 3 и 4 распространяются на поверхности аУй+я с 
зависимой системой характеристик, если в условии вместо значений 
т=1,..., о брать значения Vi=l,..., щ.

4°. Геометрия плоскостных поверхностей большого типа (o>d+l) ана­
логична рассмотренной, но имеет п некоторые особенности.

Теорема 9. Если в образующей плоскости Ld имеется d+1 линейно 
независимых характеристик и, кроме того, любые три из о характеристик 
линейно независимы, то поверхность 0Vd+a расслаивается на тан­
генциально вырожденных поверхностей d+iyd+d+1 с независим.ой системой 
характеристик.

Для поверхностей aVd+a большого типа, удовлетворяющих условию тео­
ремы 9, справедливы заключения теорем 6, 7 и они имеют то же строение, 
что и поверхности яТД+а малого типа с независимой системой характе­
ристик.
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Если базис характеристик плоскости Ld состоит из Oi<d+1 ковекторов, 
то строение поверхностей aVd+a определяется по аналогии с теоремой 8 — 
они расслаиваются на конические поверхности.
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