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Эвристическая постановка названной в заголовке задачи такова: найти 
гармоническую в (КП\Г), где Г — замкнутая гладкая жорданова (п—1)- 
мерная поверхность, функцию u(z), (7?”\Г), претерпевающую на Г
вместе со своей нормальной к Г производной скачки, равные соответст­
венно заданным функциям ср (х), яр (ж), Г.

При п=2 задача о скачке для гармонических функций сводится к за­
даче о скачке для аналитических функций комплексного переменного. 
Последняя является весьма частным случаем задачи Римана, хорошо изу­
ченной как для аналитических, так и для обобщенных аналитических 
функций (*). В монографии (*) указаны также многочисленные и важ­
ные приложения задачи Римана, которые, в частности, обосновывают при­
кладную ценность сформулированной выше задачи о скачке. Вместе с тем 
при переходе к высшим размерностям (п>2) появляются дополнитель­
ные трудности, делающие задачу о скачке при п>2 ценной также и в тео­
ретическом отношении.

Для точной постановки задачи о скачке для гармонической функции 
необходимо ввести ряд обозначений и определений. Пусть й+ есть внут­
ренность, a Q- — внешность поверхности Г. Через Wp} (Q) будем обозна­
чать пространство С. Л. Соболева для области Q, 1<р<°°, г=1, 2,... 
Через WpJ (Н"\Г) обозначаем пространство функций и(х), v(x),
же(7?"\Г), сужение которых на Q (Q_) принадлежит пространству 
Wp> (Q+) соответственно VTp^Q-)). Норма в пространстве 
W рГ) (Нп\Г) вводится по формуле

и Цг)(нп\г) = (11и (О+) + (fi_))1/p-

В частности, (ЯП\Г) есть гильбертово пространство со скалярным 
произведением

<м, к>= J Vzz-Vy J Vu-Vy с/ж, (1)

где V означает градиент. При этом на гармонические функции и(х) из 
W(p (7?П\Г) накладывается требование

Ио,=и(а;0) =0,

где х° — некоторая фиксированная точка области Q+.
Через W п (7?"\Г) обозначается пополнение множества W'p (7?П\Г), 

ilp+i/q=i, по норме
IWU, g= SUp <W, V>,

где llrL, л=|Д11ч^) <п"\г). Это пространство двойственно к W\p (7?П\Г) от­
носительно скалярного произведения (1).
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Через (2?Й\Г) обозначаем подпространство пространства
И7 (Я”\Г), состоящее из гармонических в областях Q+ и Q_ функций.

Особо важную роль будут играть подпространство Я=ТУ-><1> (/?п\

\Г) (1WV0 (7?я) и его ортогональное дополнение G в пространстве (й’*\ 

\Г). Пространство Н состоит из функций, гармонических вне Г и прини­
мающих на Г одинаковые изнутри и извне предельные значения. Подпро­
странство G состоит из гармонических вне Г функций, нормальная произ­
водная которых на Г не претерпевает скачка. Более точно это означает 
следующее. Для любого ueG и любого (Rn) имеет место равенст­
во

J VV (Viz+ — VH_)do=0,
Г

где v — единичный вектор внешней нормали к поверхности Г, de — эле­
мент поверхности Г, Vu+( Vn_) — предельные значения вектора Vu 
изнутри (извне) поверхности Г. Чтобы убедиться в этом, достаточно в (1) 
проинтегрировать по частям и учесть, что по определению G ортогональ­
но 7/, а вследствие этого G является также ортогональным и к (Л”), 
так как последнее распадается в прямую сумму подпространства Н и под­
пространства, получающегося замыканием в И721 (/?”) множества функ­
ций, равных нулю в окрестности Г.

Пусть ф — линейный непрерывный функционал над пространством G. 
Функцию u^G определим соотношением

<пф, п>=ф(п) VueG. (2)
Пусть ф — линейный непрерывный функционал над пространством Н. 

Функцию и''е^Н определим соотношением
<н*, к>=ф(г?) Vye//. (3)

Функцию и—ич* ==ич+и* назовем обобщенным решением задачи о скач­
ке для гармонической функции вне поверхности Г при граничном условии 
ф(ж), if (z)

AwU)=0, ^(Л"\Г): (4)

u+(x)—и_(о:)=ф(я:), £еГ; (5)

ди, (ж) ди-(х)
dv dv

(6)

где знак + (—) указывает на то, что предельные значения берутся из­
нутри (извне) поверхности Г, а функционалы ф, ф определяются гранич­
ным условием по формулам

Ф(к)= f ф do, v^G, (7)
J dvг

ф (у) = J уф do, v^ll. (8)
Г

Естественность этого определения легко увидеть, если в (2), (3) про­
интегрировать по частям и учесть (7), (8). Это приведет к соотношениям 

с ди с ди '
---- (u^—u-)do= ——(fdo ^v<^G,

J dv J ovг г

Jу — da= J кф do Vye//.
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Функции ф, ф должны быть таковы, чтобы (7), (8) давали требуемые 
функционалы над G нН.

Существование и единственность обобщенного решения задачи о скач- 
д

ке в классе (/?П\Г) прямо следует из теоремы Ф. Рисса об общем
виде линейного функционала в гильбертовом пространстве. Остается вы­
яснить, при каких условиях на <р, ф и Г это обобщенное решение становит­
ся классическим, т. е. принадлежащим классам С'1(й+) и C‘(Q_), где чер­
та означает замыкание.

Будем говорить, что задача о скачке разрешима в классе Wp> (Rn\V), 
если из ограниченности функционалов ф, ф в пространстве W<qT)(Rn\T), 
l/p+l/q=i, следует, что u^W'p(Rn\r), 2^р<°°, г=1, 2,..., причем 
справедлива оценка

ЦИф^Нг, РСМГ, р(||ф||г, Р+||ф||г, Р),

где J/r, р не зависит от ф, ф, a llcpIL, Р, НфНг, Р есть нормы функционалов 
ф, ф в пространстве Wq г> (7?"\Г).

Методом, предложенным в работах автора (2,3), может быть доказапа 
следующая

Теорема. Если поверхность Г принадлежит классу С2, то задача о 
скачке разрешима в классе И7р)(7?п\Г) для любого р, 2^р<°°.

Следствие. Если Г^С2 и удовлетворяет условиям теоремы вложе­
ния С. Л. Соболева, то при достаточно гладком граничном условии ср, ф 
задача о скачке имеет классическое решение.

В заключение укажем аналитический способ решения задачи о скачке 
В случае, когда поверхность Г есть сфера | х | =1 и п=3.

. Если Pi и Р2 означают соответственно потенциалы простого и двойно­
го слоя на сфере Г, то решение задачи (4), (5), (6) дается формулой

и^=Р1 (ф+ф) +Р2<р.

Для проверки этой формулы можно воспользоваться сферическими функ­
циями {У,?”0}, m=Q, ±1,..., ±п; п=0, 1, 2,..., и следующими легко про­
веряемыми соотношениями:

1

2ге+1
1

2Й+4

рдт.'"’)-

\ 1x1 /

|х|^’1'1У^’я> , 1х|>1
\ 1x1 /

ч

2га+1 \ |х| /

П+^ I / х
2п+1 п \ Ы

Отметим в заключение, что рассмотренная выше задача близка к од­
ной вариационной задаче Гильберта, исследованной ранее С. М. Николь­
ским (4). В работе (4) установлены существование и единственность обоб­
щенного решения задачи Гильберта, однако вопрос о существовании клас­
сического решения не затрагивался.

Таганрогский радиотехнический 
институт

Поступило
20 II1974

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 И. Н. Векуа, Обобщенные аналитические функции. М., 1959. 2 Э. М. Саак,
ДАН, т. 211, № 1, 51 (1973). 3 Э. М. Саак, ДАН, т. 211, № 5, 1074 (1973). 4 С. М.
Никольский, Изв. АН СССР, сер. матем., т. 22, № 5, 599 (1958).

300


