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ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПРЯМОЙ

(Представлено академиком Ю. В. Прохоровым 22 IV 1974)

Группа линейных преобразований прямой изоморфна группе G всех 
вещественных матриц вида

Пусть случайные матрицы

(о*1/)’ ^>0 (вер. 1), /=1,2,...,

независимы и одинаково распределены. Предельное поведение элементов 
произведения

/Р« ф'„\ Т]Л /|п Т)п\

\ 0 1 / \0 1 / ■” ' \ 0 1 /

изучалось в (4) и (2). У. Гренандер (*) рассматривал случаи, когда 
М In £,>0 или М In £i<0, и высказал гипотезу, что в случае Mlng,=0 
асимптотическое распределение случайной величины In асимптотиче­
ски такое же, как и распределение max Sv, где S„=ln £,+... +ln g„. В (2)

рассмотрен простейший случаи, когда случайная матрица \ g 1 / ПРИ" 

нимает всего два значения, и замечено, что гипотеза У. Гренандера невер-

на, если носитель случайного элемента \ 0 1 / с°ДеРжится в некото­

рой одномерной подгруппе группы G.
В дальнейшем предполагаем, что М 1п§,=0 и носитель случайной мат- 

/Ь ПЛ
рицы \ ()1 / не содержится в одномерной подгруппе группы G. Основ­

ную часть работы занимает исследование случайной величины 
ip„/exp max Sv.

l^v^n
Рассмотрим случайное блуждание

5о=О, 5!=1п^,..., 5„=1п^1+.. .+1п£„,... (1)

Пусть £о=О, Lr, L2,... — первый, второй, .. . строгие верхние лестнич­
ные моменты этого случайного блуждания, Q=Q(n) —число всех строгих 
лестничных моментов до момента п включительно, а случайные величины 
Ко, Ki, Кг,... и Aq=/<q(«) определяются из неравенств

Li^Kj<i.Lj+i, ^k(=SLi, Sкк., ..., Sl^,-i<zSк,', /=0,1,2...

Lq^Kq^n, SLq=S~kq, S'Kq+i^S'KQ, . . . , Sn^Sxq.
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Обозначим
6о = 'П!+'г12?1+- • • • • • • £ко-1,

(о« <Р;) = (Т1к;.1 + 1 + Т]к/.,+2Ь;-, + 1+ • • ■ +ПК/^;-.+1- • • • ‘S* -1, U,-, + *' ••••£*,)’

6q = l]KQ-i+l +' 1']-K<J-l + 2^K«-l+l + • • ■ + 11'Kq^K'g-l+l ' • • • '^Ke-1.

Тогда случайная величина ф„/ехр max S, представляется в виде
4>П Т]1+Пг£1+ ■ • ■ • • • • ■ ъ»-1 _т ,т

■---------------- - ------------------------------ -------------------------- h~rj2,
exp max ov exp Ок,

ij П.
где _

71=/1(?г)6офГ1-.. .-(Pq-'+S^i-1-. . .•ф<г“1+б2ср2“1-.. .■ф<г_1+.. .+5Q<pQ_1,
/2 = Z2(n)=T]KQ+i + pzQ+2gKe+i+ • • • Hfe+r • • •

Лемма 1. Двумерные случайные величины (6j, фч), / = 1, 2,..., неза­
висимы и одинаково распределены.

Лемма 2. Случайные величины {размерность этих величин тоже 
случайна) [(?(б4, фД,..., (5C, cpQ) ] и [(?, (5<?, <pQ),. . ., (б1; <рх) ] одинаково 
распределены.

Леммы 1 и 2, так же как и формулируемые ниже леммы 5 и 8, доказы­
ваются комбинаторными методами.

Лемма 3. Пусть М 1п+|61ф1_!]<+=<>; тогда последовательность слу­
чайных величин 1Дп) слабо сходится при п-+°° к сходящемуся с вероят­
ностью 1 ряду

6;фГ1+62фГ1ф2~1+.. .Ч-бифГ1-. • .-фот_1+. ■ ■ (2)
Так как ряд (2) сходится почти всюду (см. (’)), то лемма 3 есть не­

посредственное следствие лемм 1 и 2.
Рассмотрим теперь случайную величину 72. Пусть 7?о=О, Ri, Rz, ... — 

первый, второй,... строгие нижние лестничные моменты случайного блуж­
дания (1), случайная величина Т=Т(п) —число всех строгих нижних 
лестничных моментов до времени п, включительно. Обозначим

(6j , ф; ) =Т1вВ ;~1 +1 "Ь • • • ■bllBj (£«;•_,+ 1 ’ ’ ’ ’ ’ £» ) ) + > ' ■ ■ • ' ) ‘) •

Из двойственности легко получить, что Е распределена так же, как и 
6/(ф1/’. . .-фтЗ-’ + бЛфг'-. . ••фг/)-1 + - • •+бт,(ф/)-1-

Лемма 4. Случайные величины (б/, <р/), 7 = 1. 2, ..., независимы и 
одинаково распределены. Если М 1п+|б/(ф/)_1|<+°о, то последователь­
ность случайных величин 12(п) слабо сходится при п-*-эо к сходящемуся 
г вероятностью 1 ряду

б/(ф/)-1+б/(ф/ф/)-1+.. ,+бЛф/-.. .-ф/)-^... (3)

Лемма 5. Пусть М 1п+| б/(ф/)-11<+°° и М 1 <+°°, тогда
распределение случайной величины фи/ехр max Sv сходится к композиции 

0=Cv^n
распределений сходящихся с вероятностью 1 рядов (2) и (3).

Дадим достаточные условия для ограниченности математического ожи­
дания М 1п+,| б1ф1-11. Условия для конечности М 1п+1 б/(ф/)_11 анало­
гичны.

Лемма 6. Если ML1’<+o° для некоторого е>0 w М (ln+I тр |) 1/г<+°<>, 
то М 1п+1 б^!-11 <+°°.

Лемма 7. Пусть M|ln gi |2+Е<+°° для некоторого 1^е>0; тогда 
< + оо для любого числа Et>0.

В доказательстве леммы 7 используется теорема Спарре — Андерсена 
(см. О).
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Следующая лемма утверждает об асимптотической слабой независимо­
сти случайных величин (Sn/l/n, max Sv/Vra) и i|?n/exp max Sv.

Лемма 8. Пусть D In ^<+00, M ln+1 бдр^11 <+°° и M ln+1б/(ф/)_11 <

Тогда распределение трехмерной случайной величины \_(SJ1n, 
max S,/l/n), ф„/ехр max 5V] при n^°° сходится к прямому произведению 0<v^n
предельных распределений случайных величин (Sn/Vn, max Sv/Vn) и 
4 „/exp max Sv.

Для получения предельной теоремы важно, какое распределение име­
ют ряды (2) и (3).

Лемма 9. Пусть выполнены условия леммы 8; тогда ряды (2) и (3) 
имеют непрерывные функции распределения.

Доказательство. Если, например, распределение ряда (2) имеет 
атом, то б^г’+сфГ^с (см. (5)) или б,—Сф1=—с для некоторого веще­
ственного числа с. Нетрудно показать, что тогда и гр—сс.=—с, т. е. носи- 

тель случайного элемента ( q р / сосредоточен в одномерной подгруппе, 

что противоречит нашим предположениям.
Непосредственным следствием предыдущих лемм является

Теорема 1. Пусть М(1п ^1)2+Е‘<+<» и М (1п+1 гр | )2/Е,+£:< + °о для не­
которых 1>е!>0 и е2>0.

Тогда распределение случайной величины
In Pn In sup (1, Pi, ...,р„) 1
—=,------------- =------------ , 4n/sup(l,p1, ...,р„)

Ун Уге J

сходится при п->-°э

случайных величин

к прямому произведению предельных распределений 
[•lnp„ In sup (1, Pi, ...,р„) 1

■ J и фп/sup (1, р„. . ., р„).Цп
Первое из этих предельных распределений определяется функцией рас­
пределения

Ф а^13, o=yDlng! (см.(4)).

Второе является композицией непрерывных распределений сходящихся с 
вероятностью 1 рядов (2) и (3).

Из теоремы 1 вытекает предельная теорема для случайной величины 
(р„, |ф„|, sgnipj:

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1.
Тогда существуют пределы

ПтР{ф„>0}=р, lim Р{ф„<0} =д, p+q=l,
П-rx П-+-Х

lim P / —j" =Ca, 4„>0 1=рФ (min (a, ^+), £+),
l Уга Un '

lim P /—sgp, 4?l<0 =дф (min (a, B+), fi+).
<• У n Уп

Как следствие из теорем 1 и 2 получаем, что распределение случайной 
величины In 1|— max Sv при сходится к непрерывному собствен­
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ному распределению и предельные распределения случайных величин 
(1пф„)/Тге и max Sv/Уп совпадают. По-видимому, это и можно считать 

0<V^7l
подтверждением гипотезы У. Гренандера.
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