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ТЕОРЕМА О ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ТЕОРИИ ТОНКИХ 

НЕПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК

(Представлено академиком В. В. Новожиловым 22 I 1974)

Исследуется система уравнений из (‘) для тонкой непологой оболочки. 
Доказываются положительная определенность дифференциального опера­
тора и неравенства, аналогичные неравенствам Корна в теории упругости. 
Рассматривается и более широкий класс уравнений, включающих, в част­
ности, анизотропию. Метод исследования отличен от использованных в 
(2~е), гДе с аналогичной точки зрения изучались уравнения в частных 
производных для пологих оболочек и оболочек вращения, и основывается 
на сопоставлении энергий деформации оболочки и трехмерного лнненно- 
деформируемого тела.

Введем обозначения: S — срединная поверхность оболочки с достаточ­
но гладкой границей Г; а = («1, аг, а3) — такая система координат, что 
а=(од, а2) — система координат — линий кривизн на 5, а3 — взятое с со­
ответствующим знаком расстояние от точки а до 5; ц(а), k = i, 2, 3,— 
подвижный триэдр ортов системы координат a; Q={ot: a^S, —0,5/i(a)< 
<а3<0,5/г(а)}, /г(а) — толщина оболочки; область, занимаемую оболочкой 
в эвклидовом пространстве Е3 также будем обозначать через й; Ь,. — орты 
декартовой системы координат х{х,, z2, х3) в Е3; u=(ut, й2, щ), щ=- 
=й(1(й) — перемещение точки а в направлении ц; u=(izt, и>, и3), ик= 
=uk(a) — аналогичное перемещение точки а на 5; ДДа), Rh(a), k=l, 2,— 
параметры Ляме и главные радиусы кривизны; Е(а), v (а) — модуль Юнга 
и коэффициент Пуассона; WE, v, s(w, и) — потенциальная энергия дефор­
мации оболочки, получаемая подстановкой в (9.13) из (*) выражений 
(4.22) из (*) для деформаций еь е2, и, z.i, z2, т срединной поверхности 
через перемещения; еА,,, к, 1=1, 2, 3,—деформации трехмерного липейно- 
деформируемого тела в системе криволинейных ортогональных координат 
а (см. выражения (2.11) из (7)); L2(S), П(О), Ж/1-1 21 (S), 1Г2‘(Й)- 
нормироваппые пространства,

3
= J 1«.|фг(й) = J \u.\~dx, I К I 2 = Щ2,

s V. k-—l

du3

H(S) — пространство функций и с конечной энергией 1Г; . (//. г?);
Р = 1, 2.—подпространства функций oHPS). удовлетворяющих при 3 = 1
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первому краевому условию на Г (полностью заделанный край), 
Р=2 условиям

J иdx =0, [rXudx = 0, u = ijWt + i2w2 + i3w3,
12 Q

где г — радиус-вектор точки в ЕЛ и
/1 ди3

Uk Uji ССз

а при

(1)

(2)
/ 1 dus uk\ _ _ _
( —---- --------- -  I, А—1,2, и3 — и3;
\.L да„ И !

2,—линейные дифференциальные операторы, порождаемые квад- 
формой WE, v, s(w, и) на Ht(S) и па подпространстве функций 
удовлетворяющих второму краевому условию (свободный от

p=l,
ратичной 
из H2(S) 
усилий край).

Теорема 1. Пусть h, Е, v, Hr' — измеримые функции от a, 0<Ц1</г, 
0sSv<l, 1-0,5/Я?~‘55ц3>0, fl(a)=min (|7?4(а) |, |Л2(а)|),

a \Ai~1A2~ldAh/dai\, kW=l, суммируемы по S со степенью (2+6), б — сколь 
угодно малое, б>0.

Тогда операторы Zf> = l, 2, положительно определены и для любой

Сз IUI wr<i.i.s)(S) WEV,s {и, и) ^{Ci lwlL2(s), С2 I н| ифузДз;} (3)

с постоянными (fe, Е, v, 5)>0, c(E>(h, Е, v, Ак, б, 5)>0, fc=2, 3.
Заметим, что для положительной определепности WE,v,s и Ws (см. 

ниже) суммируемости функций |4|_1Л2~1(9Л)1/с,со |2+6 не требуется. Сфор­
мулируем наиболее важные вспомогательные результаты.

Лемма 1. Если 0<v<l, 1—0,5^Я_1Эзц3>0, пеЯ(5), и определяется 
по и равенствами (2), E,=E(l—v) (1 +v) ~', v.=v(l+v)_1, то

WE,V. s(u, н)^(1 + с0(1 —U3))We,. v,.q(h. й), Co = C(,(v, Цз)>0, 
здесь

(4)

2W,

Z=Ev[(l+v) (1-v)]-1, p=0,5E(l+v)_1, M=l, 2, 3,

и деформация ек, i соответствуют перемещениям и.
Заметим, что для справедливости (4) нс требуется, чтобы и удовлетво­

ряла каким-либо граничным условиям.
Лемма 2. Пусть й и и удовлетворяют соотношениям (2), й.= (й1,., 

й2, ■>, «з, *), ui,, , — проекция вектор-функции u=i1M1+i2u2+i3W3 на орты ц,» 
и для h, A,,, R,,~' выполняются условия теоремы 1.

Т огда 

причем c^c^h, Ак, б, S)>0.
В доказательстве леммы используются результаты (®). Утверждение 

теоремы 1 следует пз лемм 1, 2 и результатов (9_il), где доказана положи­
тельная определенность дифференциальных операторов и неравенства 
Корна для ряда краевых задач теории упругости.

Т е о р е м а 2. Пусть е= (еь е2, ю, х2, т), 

и для h, Rtl, Ak выполняются условия теоремы 1.
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Тогда для любой

(5) 
с4(?)= с4<р) (ц3, juii, h, Ак, 8, S) >0, с5<Р) = с5<?> (цз, ц5, h, Ак, б, S).

Оценки (3), (5), как нетрудпо увидеть, можно обобщить па отличные 
от первой и второй, например, смешанные краевые задачи, на некоторые 
случаи негладких их составных оболочек. Тот же метод последования при­
меним к уравнениям теории Рейсснера.

Автор выражает глубокую благодарность акад. В. В. Новожилову за 
внимание к работе.
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