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1. В монографии С) развита теория кпнематпк, т. е. упорядоченных 
топологических пространств, в которых множества Qa+ = {х | х>а} и Qa~= 
= {х | х<а} открыты, а^ОС'АДг и из п<Ь следует Qb+r=Qa+- Кинематика 
называется эйнштейново и, если Qa+ А()о_ = {а}. Кинематической 
метр и кой т на кинематике К называется функция т: АХА->-7?о+, удов­
летворяющая условиям:

МК). т(й, b)>Q=a<b\
МК2. a<b<c^x(a, с)^х(а, b)+x(b, с).
В (*), гл. 2, § 2, доказано, что всякая эйнштейнова сепарабельная ки­

нематика допускает кинематическую метрику; однако полученная метрика 
оказалась непрерывной только изнутри, т. е. из а<Ь, а„\а и ЪпТЪ вытекает 
т(а„, &„)-’-т(а, &). В связи с этим в (*) был поставлен вопрос о существо­
вании на таких кипематиках непрерывной кинематической метрики. Мы 
используем ниже обозначения и определения (*).

Теорема J. Всякая сепарабельная кинематика (М, <, Т) допускает 
непрерывную кинематическую метрику.

Доказательство вытекает из серии лемм.
Лемма 1. Для всякой сепарабельной кинематики (М, <, Т) и любой 

ее точки х существует невозрастающая непрерывная функция fx: М<->[0,1] 
такая, что

V а(а<ж=/х(а)>0). (1)

Доказательство. Согласно лемме 6 работы (*), гл. 2, § 1, р. 3", су­
ществует монотонно возрастающая последовательность {ж„}, сходящаяся 
к х. Согласно же теореме 7, гл. 2, § 1 той же работы ('), для всякого п су­
ществует неубывающая непрерывная функция [0, 1] такая, что

Покажем, что функция
во 

/x(g)= yi|2-n[l-/n(g)]

n = i

является искомой. Из 0=С/„(а)^1 следует 0s£/x(a)Cl.
Монотонность и непрерывность fx очевидны. Докажем (1). Если а<х, 

то из x^Q„+ и хп->-х следует, что, начиная с некоторого п, будет xn^Qa+, 
откуда а^Ох~ и, значит, /„(а)=0 и fx(a) ^2_и[1—fn(a) ]>0.

Обратно, если /х(а)>0, то для некоторого п будет 2-л[1—fn(a) ]>0, от­
куда /(я)<1 и, значит, a^M\Qn~; последовательно а<хп<х и а<х.

Аналогично этой лемме доказывается и
Л е м м а 2. Для всякой сепарабельной кинематики (М, <, Т) и тонких 

в ней существует непрерывная неубывающая функция gx: М->-[0, 1] такая, 
что Va(a>j;=g.(a)>0).
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Лемма 3. Пусть х^М, fx и т,- описанные в леммах 1 и 2 функции 
и пусть hx(a, b) =min {/*(«), gx(&)}. Тогда-.

va, b{hx(a, b)>O^a<x<b); (2)

V«, b, c(a<b<c=^hx(a, c)>hx(a, b)-rhx(b, c)). (3)
Доказательство. 1) В силу (1) при любых а, Ъ

hx(a, b)X)=Q'x(a)>0 & gx(b)>0) = (a<x & x<b).

2) Неравенство (3) устанавливается перебором всех 4 возможных слу­
чаев расположения х относительно интервалов Wab=Qa+(\Qb~ и Wbc.

Доказательство теоремы 1. Пусть {ж,-}Л — всюду плотная 
в М последовательность. Проверим, что функция

со

т(а, Ь)= 2~‘НХ^ (а, Ь)
г=1

является непрерывной кинематической метрикой.
MKi. Если а<Ь, то в непустом открытом множестве Wab пайдется точ­

ка Х-, тогда hxi(a, b)>0 п т(а, &)>0.
Если т(я, Ь)>0, то Ьх. (а, Ь)>0 для некоторого I и a<xi<b, откуда а<Ь. 
МК2 следует из (3).
Непрерывность следует из того, что Q^hXi (а, &) (а) =^1 и, значит, т

есть предел равномерно сходящейся последовательности непрерывных 
функций. Теорема доказана.

Кинематическая метрика, построенная в теореме, вообще говоря, не яв­
ляется внутренней, так как пример кинематики (R2, <), где (Z, 
x')=t—t'>\x—x'\'12, показывает, что могут существовать точки а>Ь, не 
соединимые никакой временной; в нашем примере таковыми будут точки 
(О, 0)<(2, 1).

Для кинематической метрики т, непрерывной изнутри на кинематике 
со счетным базисом окрестностей в каждой точке, непрерывность т эквива­
лентна непрерывности т по каждому из аргументов в отдельности, как и 
для обычной метрики.

2. Если кинематика допускает группу автоморфизмов G, то естествен­
но потребовать, чтобы кинематическая метрика была инвариантна относи­
тельно нее. Для конечных групп G и кинематпк, удовлетворяющих усло­
виям теоремы 1 (так что существует непрерывная кинематическая метри­
ка т) достаточно положить

x'(x,y)=^\(.gx, gy).
g^G

Четверку (7И, •, <, 7), где М — множество, точка означает умножение, 
< - отношение следования и Т — топология на М, назовем г р у п п о к и- 
нематикой, если (.1/, •, <) — упорядоченная группа, (М, •, Т) — то­
пологическая группа п (М, <, 7) — кинематика. Как и в случае обычной 
метрики, назовем кинематическую метрику т на группокинематике лево­
инвариантной, если Va. Ь, с(т(са, cb)=x(a, &)), соответственно пра- 
в о п н в а р и а и т н о й и инвариантной.

Напомним, что кинематика называется и п т е р в а л ь н о-ко м и а к т- 
н о й, если каждый замкнутый интервал в ней компактен.

Теорема 2. Всякая сепарабельная интервально-компактная эйнш­
тейнова группокинематика G допускает левоинвариантную кинематиче­
скую метрику.

Доказательство. Пусть ц — (левоинвариантная) мера Хаара 
на G, — всюду плотная в G последовательность; пусть А — замы­
кание, дА — граница множества А.
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Лемма 1. V«, Ь(а>&=>ц(5<2а Л<2Д)=0). 
Доказательство. Пусть с>е. Тогда в силу интервальной ком­

пактности и свойств р __
0<р(ЖД с3)< + °°. (4)

Положим а0=с2 п при возьмем щ+^ПД ок. Тогда в силу опреде­
ления кинематики множества Ai=dQa.~i дизъюнктны, и в силу ле- 
воинвариаптности меры и следования ^ХцЛ;=р(д<2с_П(Т+) =г). Пз г>0 
следовало бы

со 
р(Жщс0> У’.М. =оо-Г= + о°,

что противоречит (4). Значит, г=0. 
Если а>Ь, то Ъ~'а>е и в силу инвариантности меры и следования

р (д Q~ П Qb+) = р (д Qb-'a П Q j) = 0.

Лемма 2. Va(p(3(V) =р(<Ж“) =0). 
Доказательство. Пусть z^dQa~. Так как Qz~ открыто и непусто, 

то найдется i такое, что Xt<z и, значит, z^dQa~{\QxlСледовательно,

<?&- = U п (?х+),

откуда в силу леммы 1 и аддитивности р получаем р (4<Дг) =0. Аналогич­
но Va(p(5<2a+) =0.

Следствие. Уа, b (р( ИД0) =р ({х| аиД/ЩД), где ПД° = {х | а<х<Ь} 
и b^a=a<^Qb+.

Проверим теперь, что функция т(а, 6) =р(Ж.1°) искомая. 
МК,. Так как Wab° открыто для любых а, Ь, то по свойствам р

x(b, a)>0^Wab<’ = ^a<b.

МК2. Если а<Ь<с, то Wab°riWbc0=p И Значит, т(с, а) >
>т(с, Ь)+г(Ъ, а).

Непрерывность. Пусть а„-^а и b,,^b. Если a<z<b, то a=Qz~, 
b^QA и, значит, начиная с некоторого п, a„<z< Д, откуда

W^climinf Ж\„. (5)

Если «Ч&, то Wab—ф и (5) также справедливо.
Если теперь zelimsupW7 а(1ьп , то Уп"^кл(к,к>п & ah„<z<bh.l) и при 

п-+°° получим Значит, limsup Ж„ь,1’с={ж|«<т:5С&}.
Пользуясь о-аддитпвностыо и следствием к лемме 2, получаем о

х(Ь,а) = р(ЖД)=С p(lim inf ИДьД < lim inf x(bn, аф) lim sup т(Д, ал) С

< p(lim sup W°niJn) р (ixIа х < Ь}) = р (ИД0),

откуда х(Ь, а)=Пшт(Д, а„). Левопнвариантность т следует теперь пз ле- 
п

вопнвариантности р. Теорема доказана.
Следствие. Всякая сепарабельная интервально-компактная эйнш­

тейнова группокинематика, подлежащая группа которой унимодулярна 
(в частности, абелева) допускает инвариантную непрерывную кинемати­
ческую .метрику.

Наиболее интересным примером группокинематик являются объекты, 
изучаемые А. Д. Александровым (3), где топологической группой служит 
группа аффинных переносов Еп. Для таких групп условие интервальной 
компактности по существу излишне. Действительно, имеет место
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Пре дложение. Для всякой группокинематики с подлежащей груп­
пой Еп, в которой внутренность конуса содержит полупрямую, существу­
ют разложение и непрерывная функция f: Еп-^>-[0, +<») та­
кие, что:

1) (t, х) >O^t>f (х);
2) Ух, y(f(x+y)<Дх) +f(y));
3) /(0)=0.
Для таких кинематик искомой метрикой является ,

I [ z,~/2 Ui-Za) ]при (С, х,) > (Z2, x2),
т((*ь xj, (t2,x2)') =

I О в противном случае.

В общем же случае условие интервальной компактности нельзя опу­
стить, например, группа Q®Q с лексикографическим порядком и интер­
вальной топологией не допускает инвариантной кинематической метрики.

3. Методы, аналогичные примененным в теореме 1, позволяют решить 
и поставленный Р. И. Пименовым вопрос о возможности введения па ки­
нематике обычной метрики.

Теорема 3. На всякой сепарабельной эйнштейновой кинематике К 
существует непрерывная метрика р такая, что порожденная ею топология 
совпадает с интервальной и кинематическое отношение «между» — с мет­
рическим, т. е.

ХР, q, r(p^q=£r=>(p(p, r)=p(p, q)+p(q, r)^ 
^(p^q^rX/p^q^r))).

Следствие. Следующие условия эквивалентны для всякой интер­
вально-компактной сепарабельной эйнштейновой кинематики:

а) любые а^Ъ соединимы направленной кривой-,
5s

б) Va, b (а Ф Ъ => Яс (с а & с ¥= Ъ & а > с > Ь)).
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