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Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей над полем С 
комплексных чисел. Полином / над А называется унитарным, если коэф­
фициент при его старшей степени равен единице. Дискриминантом уни­
тарного полинома / называется элемент df алгебры А, который получает­
ся, если в выражении произведения П (Ь—Ь) через основные симметри 
веские функции заменить последние на соответствующие коэффициенты 
полинома (с подходящими знаками). Группа обратпмых элементов ал 
гебры А обозначается через А~1. Унитарный полином f называется сепа­
рабельным, если df^A^1. Совокупность сепарабельных полиномов сте 
пени п обозначается через Полипом /еО1„(А) называется приво
д и м ы м, если он представляется в виде произведенпя двух унитарных 
полиномов положительной степени. Полином /—(.4) называется впол­
не приводимым, если он представляется в виде произведения уни­
тарных полиномов первой степени. Если пространство МЛ максимальных 
идеалов алгебры А связно, то такое представление, когда оно возможно, 
осуществляется однозначно.

Из теоремы о неявных функциях для коммутативных банаховых ал­
гебр вытекает, что (полная) приводимость всех полиномов класса 
St„(C(MA)) (здесь и далее С (X) — алгебра всех непрерывных комплекс­
ных функций на компакте X) влечет за собой (полную) приводимость 
(над А) всех полиномов класса %П(А). Естественно возникает вопрос о 
том, верно ли обратное, т. е. определяются ли упомянутые свойства толь­
ко топологией пространства максимальных идеалов. Один из основных 
результатов данной работы состоит в следующем: для любого /с>4 суще­
ствует такой конечный двумерный комплекс X п такая замкнутая конеч­
но-порожденная подалгебра А алгебры С(Х) с МА~Х, что при всяком 
n^2k—1 все полиномы класса &„(4) вполне приводимы, тогда как в 

(С (X)) имеются неприводимые полиномы.
Конструкция примеров основана, с одной стороны, из изучении ком­

мутанта группы кос Артина (*)  и представлений кос перестановками (г), 
а с другой, — на выявлении специфических свойств группы Галуа полино­
мов с голоморфными коэффициентами. Описание комплекса X и алгеб­
ры А уже приводилось в работе (3), однако там относительно этой алгеб­
ры было установлено гораздо меньше. Сформулпроваппый выше резуль­
тат с заменой 2k— 1 на к в случае /с=5 был получен раньше первым из 
авторов, а затем, при помощи более сильных алгебраических средств (4). 
для любого /с>4 —вторым. В такой форме об этих результатах сообща 
лось на 6-й Всесоюзной топологической конференции (Тбилиси, ок­
тябрь 1972 г.). Предлагаемый здесь подход проще и дает больше *.

* Теорема 1 принадлежит первому из авторов, теорема 2 — второму. Ему жо 
принадлежат алгебраические леммы, которые в соединении с теоремой 1 обосновыва­
ют построение примеров (что составляет1 содержание теорем 3 и 4).
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1. Напомним некоторые факты. Пусть Gn — пространство сепарабель­
ных полиномов Xn+z1%”_1+.. .+ z„ с постоянными комплексными коэффи­
циентами. Пространство Gn естественно вложено в С". Фундаментальная 
группа Л1(СП) изоморфна группе кос Артина В (га) из га нитей (5). Груп­
па В (га) обладает копредставлением (presentation) с га—1 образующими 
<Ц, ..., и определяющими соотношениями о,о3=оа при |i—z|>2 и 
Gi0i+iOi=Gi+iQiO.-n. Фактор-группа группы В (га) по ее коммутанту В' (га) 
изоморфна группе Z целых чисел. Копредставление коммутанта найдено 
в (’). Там же имеется подробное изложение большинства из перечислен­
ных ниже вспомогательных результатов. При любом га группа В'(п) до­
пускает систему четырех образующих с конечным числом соотношений 
Группа В'(3) — свободная группа ранга 2, группа В' (4) — полупрямое 
произведение двух свободных групп ранга 2. При га>5 группа В'(п) не 
имеет нетривиальных гомоморфизмов в абелевы группы (для доказатель­
ства можно воспользоваться соотношением о1Оз_1=(о1а2)_1[озО1_1, 
<Ц<Т2-1] (O1O2)). Группы л,(С„) с i^2 тривиальны. Более того, универсаль­
ная накрывающая Gn пространства Gn топологически эквивалентна 
клетке.

Если X — связный конечный клеточный комплекс, то полная приводи­
мость всех полиномов класса 31„(С(Х')) равносильна отсутствию нетриви­
альных гомоморфизмов группы Л1(Х) в В (га). При га=С4 это условие экви­
валентно тривиальности группы В'(Х, Z)=Hom(ni(X), Z) (чем и объяс­
няется предположение А:>4 в наших примерах), но при га^5 данные ус­
ловия заведомо не эквивалентны.

Пусть А — полупростая коммутативная банахова алгебра, пространст­
вом МА максимальных идеалов которой служит связный конечный кле­
точный комплекс. Отождествим алгебру А с ее образом относительно гель- 
фандова гомоморфизма И->С(Л/А). Всякому полиному /е?1„(Л) естест­
венно соответствует непрерывное отображение MA-+Gn, которое мы будем 
обозначать той же буквой /. Если х^МА, то группой Артина (груп­
пой кос) Artx(/) полинома / в точке х называется образ гомоморфизма

jti(AfA, x)-»-jt1(G„, /(а:)). Группой Галуа Galx(/) полинома / в 
точке х называется группа перестановок корней полинома /(z), возни­
кающих при обходе всевозможных петель в точке х. Легко видеть, что 
группа Артипа является расширением группы Галуа. Ясно, что приводи­
мость полинома / эквивалентна интразитивности группы Галуа, а полная 
приводимость — ее тривиальности.

Согласно теореме Аренса — Ройдена (см., например, (’)), для любой 
коммутативной банаховой алгебры А имеется канонический изоморфизм 
между IB(МА, Z) и фактор-группой А-1 по подгруппе экспонент ехрА. 
В соответствии с этим каждому обратимому элементу алгебры А сопостав­
ляется элемент группы когомологий. Индексом ind(/) полинома 
/е$1п(А) мы будем называть элемент группы ВВ(МА, Z), отвечающий ds.

2. Следующая лемма составляет часть теоремы 1 из (2).
Лемма 1. Если /с>4 и п<.к, то В'(к) не имеет нетривиальных гомо­

морфизмов в симметрическую группу S(n).
Лемма 2. Пусть к=\п/2] и пусть Г — транзитивная подгруппа в 

S(n). Если Г не имеет нетривиальных гомоморфизмов в S(k), то Г при­
митивна.

Из леммы 1 и (тривиальной) леммы 2 непосредственно вытекает
Лемма 3. Пусть к>к и п<2к. Тогда среди гомоморфных образов 

группы В'(к) в S(n) не существует транзитивных импримитивны:: групп.
3. Для каждого 7?>1 через KR будем обозначать круговое кольцо

sS|zI «СТ?. Букет KR\/ ... \/KR из l экземпляров таких колец, склеенных в 
точке z=l, обозначается Kr. Далее, A (Kr ) — алгебра всех функций, 
непрерывных на Kr и голоморфных внутри каждого из колеи, состав­
ляющих букет.
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Теорема 1. Для любых I и п существует такое R0—R0(l, п), что при 
R>R0 группа Галуа (в точке склейки) всякого полинома /е51„(Л(Хд)), 
индекс которого делится на п(п—1), импримитивна.

Теорема 2. Существует такое R0=R0(l, п), что при R>R<> группа 
Галуа любого полинома f^Ln(AK$)), индекс которого делится на все 
простые делители числа п, не может содержать п-цикла.

Поскольку при простом п транзитивная группа Гсг5(п) непременно 
содержит n-цикл, теорема 2 имеет

Следствие 1. Если п — простое число, то при R>R0(l, п) все поли­
номы ]^&п(А\Кя)), индекс которых делится на п, приводимы.

Так как группа Галуа любого сепарабельного полинома над алгеброй 
непрерывных функций на кольце KR является циклической, то из теоре­
мы 2 вытекает также

Следствие 2. Для любого п существует такое R0=Ra(n), что при 
R>R0 всякий полином f из 31„(Л (Кп)), индекс которого делится на все 
простые делители числа п, приводим

Замечания. 1) Букеты K'r при увеличении R «исчерпывают» бу­
кет C*V...VC*  проколотых в нуле комплексных прямых. Оказывается, 
что теоремы 1 и 2 имеют аналоги в более общей ситуации, когда (Ха) — 
такое исчерпывание комплексного пространства X относительно компакт­
ными областями, что естественные гомоморфизмы л^Ха)-^-л^Х) явля­
ются изоморфизмами (конечно, на пространство X приходится наложить 
еще те или иные дополнительные аналитические условия).

2) Так как транзитивная группа подстановок простой степени прими­
тивна, то следствие 1 (правда, с заменой условия делимости индекса па п 
более сильным условием делимости его на п(п— 1)) может быть выведено 
из теоремы 1 (именно в такой форме оно было впервые получено первым 
из авторов); при рассмотрении более общих комплексных пространств 
этот путь предпочтительнее, ибо теорема 1 требует для своей справедли­
вости менее жестких аналитических предположений о «предельном» про­
странстве X, чем теорема 2

3) Простота числа п, как показал Ю. В. Зюзин, существенна для спра­
ведливости следствия 1 (даже в классе полиномов с нулевым индексом): 
для всякого составного п и любого 7?>1 он построил неприводимый поли­
ном степени п с дискриминантом 1 и голоморфными на букете двух про 
колотых дисков 0< | z | <R, склеенных в точке z=l, коэффициентами 
Вместе с тем следствие 2 показывает, что при Z=1 простота п несущест­
венна.

4) При четном п теорема 2 и следствие 2 тривиальны, поскольку если 
X — связный комплекс, /е§1„(С(Х)) и аел1(Х, хГ), то подстановка ае 
eGaL„(/), отвечающая «петле» а, и целое число ind(/)(a) имеют одина­
ковую четность.

5) Если вместо алгебр A (KR) рассмотреть алгебру А (£>*)  всех го­
ломорфных функций на проколотом диске £>’={z|0< |z| <1}, то можно 
указать (довольно сложные) арифметические условия па пару чисел п 
и s, необходимые и достаточные для существования над A(D') неприво­
димого сепарабельного полинома степени п с индексом $.

Теорема 3. Пусть п — натуральное число и Г — произвольная груп­
па с конечным числом образующих и конечным числом определяющих 
соотношений. Тогда существует такой связный конечный двумерный 
симплициалъный комплекс X и такая замкнутая конечно-порожденная 
подалгебра А алгебры С (X), что

а) МА=Х,
6) щ(Х)=Г,
в) группа Галуа любого полинома /е9С(Л), к^п, индекс которого де­

лится на к (к—Г), импримитивна.
Построение состоит в следующем. Сначала мы берем букет икружнос- 
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тей в количестве, равном числу I образующих группы Г, и заклеиваем из 
двумерными пленками, чтобы фундаментальная группа полученногс 
комплекса стала изоморфной Г. Затем берем букет Лв с достаточш 
большим R и отождествляем окружности |z|=l этого букета с соответст 
вующими окружностями исходного букета. Получается комплекс X. Ал 
гебру А составляют функции из С(Х), голоморфные внутри колец буке 
та Л'/?'- Выполнение условий а) и б), а также наличие конечного числе 
образующих у алгебры А довольно очевидно. Выполнение условия в) прг 
больших R вытекает из теоремы 1.

Теорема 4. Пусть к>4. Существует такой связный конечный дву­
мерный симплициалъный комплекс X и такая замкнутая конечно-порож­
денная подалгебра А алгебры С (X), пространство МА максимальных идеа­
лов которой совпадает с X, что при п<2к каждый полином /е§1п(А) впол­
не приводим, тогда как в %h{C(,X)) имеются неприводимые полиномы.

Доказательство. Воспользуемся теоремой 3, где положим Г= 
—В'(к). Поскольку Gh является комплексом Л(л, 1) Эйленберга — Маклей­
на для группы л=В(к), найдется такой полином (X)), что инду­
цированный гомоморфизм /«: jrt (X) -*л 4 (£,,) будет порождать естественное 
вложение В'(к) в В(к). Группа Артина этого полинома изоморфна В'(к). 
а его группа Галуа — знакопеременной группе; такой полином, конечно, 
пепрпводим. Вместе с тем всякий полипом /е21„(Л). l<n^2fc—1, приво­
дим. Действительно, предполагая противное, можно считать, используя 
условие Н'(Х, Z) =Hom(5'(A:), Z) =0, что имеется полином с
транзитной группой Галуа и <7;=1. Однако тогда по лемме 3 его группа 
Галуа обязана быть примитивной, тогда как по теореме 3 она импримитив- 
на. Теорема доказана. Заметим еще, что поскольку алгебра А обладает ко­
нечным числом образующих, компакт X можно так полиномиально вы­
пукло реализовать в подходящем С'", что 21 „ совпадет с алгеброй пределов 
полиномов от Zt, ..., z,,.

Авторам неизвестно, существуют ли над построенной выше алгеброй А 
неприводимые сепарабельные полиномы степени п>2/с. Отметим, что, 
согласно (’), для всякого к>4 существует такое многообразие Штейна X, 
что в (С (X)) имеются неприводимые полиномы, тогда как все сепара­
бельные полиномы с голоморфными на X коэффициентами вполне приво­
димы.

Примечание при корректуре. Теперь нам известна новая конструкция, 
которая позволяет указывать аналогичные примеры для любых 4<к<п 
и с заменой алгебры С(Х) одномерным расширением алгебры А.
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