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(Пр едставлено академиком В. А. Фоком 12 II 1974)

Рассмотрим трехмерный открытый резонатор, образованный двумя 
одинаковыми сферическими зеркалами с радиусом кривизны R, поме­
щенными на расстоянии I друг от друга. Резонатор называется конфо­
кальным, если R=l. Согласно данным (х), плотность тока /(ад у) на зер­
калах, соответствующая собственным колебаниям такого резонатора, яв­
ляется решением интегрального уравнения *

* Здесь обо части уравнения разделены на множитель —ieihl по сравнению с 
работой (!).

^/(^, i/) = ^ JJexp|-j/c^^-|/(g, ц) (1)

В уравнении (1) интегрирование ведется в пределах поверхности зер­
кала S, к — волновое число, А — спектральный параметр. Дифракционные 
потери энергии ап за один проход в резонаторе определяются равенством 
а„=1— |М2, гДе К. — «-собственное значение уравнения (1).

Большой интерес представляет поведение дифракционных потерь при 
увеличении размеров зеркал по сравнению с длиной волны возбуждае­
мых в резонаторе колебаний, точное при (fc/Z) р2-^°°, где р — характерный 
размер зеркала.

Для зеркал круглой п прямоугольной форм в работе Л. А. Вайнштей­
на (2) (см. также (3,5)) получен замечательный результат. Если край 
зеркал представляет собой окружность радиуса г, то для симметричного 
собственного колебания с наименьшими дифракционными потерями 
(ге=0)

а0<0>=8лссг2Д1+0 (1/с) ] (2)

при где с=(к(1)г2. Если же зеркала прямоугольпые со сторонами
длиной 2а и 2Ь, то

а0<п)=4(лс:с)е_2':х[1+(9(1/сх) ]+4(лсй)1/2е_2сД1+О(1/си) ] (3)

при су, где сх= (к/1) а2, су=(к/Г)Ь2. Для антисимметричного (по пе­
ременным х, у) колебания с минимальными потерями получаются форму­
лы, отличающиеся от (2) и (3) предэкспонепциальпыми множителями.

Метод, примененный в работах (2^4), основап на том, что для зеркал 
круглой и прямоугольной форм получающееся после разделения перемен­
ных в (1) интегральное уравнение эквивалентно классической задаче 
Штурма — Лиувилля. Благодаря этому удается построить асимптотику 
при с->°° собственных значений и собственных функций уравнения (1) 
п получить формулы (2), (3).

Если же форма края зеркал отличается от окружности и прямоуголь­
ника, то переменные в уравнении (1) не разделяются и упомянутый вы­
ше метод неприменим.
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Заметим, что из эвристических соображений для дифракционных по­
терь получается экспонента е~с вместо правильной е~2с в формулах (2) и 
(3), т. е. значительно более грубый результат. Поэтому остается неясным, 
сохраняется ли факт столь быстрого убывания дифракционных потерь с 
ростом размеров зеркал конфокального резонатора, если их форма отли­
чается от круга или прямоугольника.

В настоящей работе дается положительный ответ на этот вопрос. Бу­
дем считать, что уравнение края зеркал имеет вид

у)=0, где q (— х, — у) =q(x, у); (4)

при этом в резонаторе будут существовать симметричные и антисиммет­
ричные колебания.

Обозначим через S{ зеркало круглой или прямоугольной формы, край 
которого вписан в границу исходного зеркала S, а через S,. — зеркало, 
край которого описан около границы зеркал S (см. рис. 1). Таким пу­

тем получаем конфокальные резонаторы,
вписанные и описанные по отношению к ис­
ходному резонатору. Пусть далее aoi и а0(, — 
потери основного симметричного (антисим­
метричного) собственного колебапия * соот­
ветственно вписанного и описанного резона­
торов. В настоящей работе доказывается, что 
дифракционные потери а0 основного симмет­
ричного (антисимметричного) колебания ис­
ходного резонатора не превосходят потерь 
основного симметричного (антисимметрично­
го) колебания всякого вписанного и не мень­
ше потерь основного симметричного (анти­
симметричного) колебания всякого описан­
ного резонаторов, т. е.

* Основное собственное колебание (или основная мода) резонатора — это собст­
венная функция уравнения (1), соответствующая наибольшему по модулю собствен­
ному значению.

(5)
Рассмотрим, например, резонатор с эллиптической формой края зер­

кал х2/а2+у2/д2 = 1, а>Ъ. В качестве St возьмем круг радиуса b, a S,, — 
прямоугольник со сторонами 2а, 2Ь (см. рис. 1). При достаточно боль­
ших сх, с„ из формул (2), (3) и неравенств (5) для дифракционных по­
терь «о основного симметричного колебания получаем

(6) 
причем ВхСу^А^Вг^Су')'11 для некоторых постоянных В<, В2. Для основ­
ного антисимметричного колебания в формуле (6) изменится множи­
тель Ао. Всякие деформации зеркала S в окрестности большой полуоси, 
при которых, однако, не пересекается внутренняя окружность радиуса Ъ 
и стороны у = ±Ъ описанного прямоугольника, не изменяют экспоненту в 
формуле (6) и сказываются только на предэксионенциальпом множителе.

Для зеркал произвольной формы из неравенств (5) следует, что по­
казатель экспоненты в формуле для дифракционных потерь лежит между 
—2(/с//)р^ахи —2(fc/Z)p^in , где pmln и ртах — соответственно минимальное 
и максимальное расстояние от центра зеркала до его края. Пример эл­
липса и прямоугольника дает основание считать, что потери наиболее 
чувствительны к изменению pnlill.

Ниже приводится доказательство неравенств (5) для дифракционных 
потерь и их интерпретация в терминах геометрии гильбертова простран­
ства.

64



Перейдем в уравнении (1) к безразмерным координатам (k/l) '/гд, 
rf = (&/Z) и аналогично для .г, у. Введем характеристическую функцию 
зеркала %s(x', у')

J1’
I О,

x',y'^S, 
y',y'^S.

если
еслиХвСЛ /) =

Умножение на %s функций, интегрируемых с квадратом модуля на 
всей плоскости (т. е. из пространства Гильберта L2), определяет в Ь2 ор­
тогональный проектор Р на подпространство функций, равных тождест­
венно нулю вне зеркала S. Оператор К, определяемый правой частью 
уравнения (I), в L2 можно записать в виде К=РЕР, где F — преобразова­
ние Фурье

1 +”°(Ffo) (х',/) = —Jjexp т)'МГ ^rf.

Пространство L2 представим в виде ортогональной суммы L2=L^ 

где состоит из симметричных функций h(x, у) =h(—x, —у),
a Z/2a) — из антисимметричных g(x, y)=—g(—x, —у). Ввиду того, 
что F переводит симметричные функции в симметричные, а антисиммет­
ричные — в антисимметричные и уравнения края зеркала 5 описывается 
четной функцией (4), подпространства Л2(с> и L™ приводят оператор К, 
т. е. последний можно представить в виде суммы K=KW+KM. При этом 
собственные функции части К(с) оператора Кы соответствуют симметрич­
ным собственным колебаниям резонатора, а собственные функции К'!1' — 
антисимметричным.

Рассмотрим часть К(с} оператора К. Спектральное разложение преоб- 
3

разования Фурье F имеет вид F= £ е~!<11/2>" Еп, где ^„ — проектор 
п=0

на собственное подпространство, соответствующее собственному значе­
нию е_‘(л/2>". Поскольку Е0+Е2=1 в (/— единичный оператор), для 
Км получаем

К{с}^Р(Е0—Е2')Р=Р~2РЕгР=2РЕ0Р—Р. (7)

Из формулы (7) следует, что Км — самосопряженный оператор, и по­
скольку К является оператором Гильберта — Шмидта, то и его часть К1''' 
тоже оператор Гильберта — Шмидта (см. (6)).

Пусть Pi и Ре — проекторы, соответствующие вписанному S-, и описан­
ному S,, зеркалам. Для любой функции , очевидно, (Pih, h) С
< (Ph, h) (Peh, h), t. e. Pi, P, Pe образуют неубывающее семейство про­
екторов Из этого следует, принимая во внимание также форму­
лу (7), что нормы самосопряженных операторов К{с\ К(с}, К(с} удовлетво­
ряют неравенствам

И‘С)КИ(О’К1|7Г'О) II. (8)
Известно (см. (6)), что каждый вполне непрерывный самосопряжен­

ный оператор имеет собственное значение, равное по модулю порме опе­
ратора. Поэтому из неравенств (8) для наибольших по модулю собствен­
ных значений Хо, Ъо,, операторов К(с\, Км, Кме получаем |Л».| < 
sC |/,о | sS |/.о. ). Отсюда уже следуют неравенства (5) для дифракционных 
потерь основного симметричного колебания. Приведенные рассуждения 
справедливы и для части Кы оператора К, так как 70а)=г.Р(.Е'1—Е3)Р и 
наличие множителя —i не приводит к осложнениям. Неравенства (5) 
тем самым установлены и для основного антисимметричного колебания 
резонатора.
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Укажем на геометрический смысл дифракционных потерь. Минималь­
ный угол ф; между подпространством финитных функций Р/г'1 и собст­
венным подпространством EjLz'’, /=0, 2, оператора F определяется (см. 
(’)) равенством

I I
II Mill? IIСОвф; —

Нетрудно убедиться, что норма оператора PEf> имеет следующий гео­
метрический смысл: ||P£,/,|| =cos2 ф> Используя формулу (7), находим 
||А<с)||=тах {21|— 1}. Предположим для определенности, что 

J=0,2
||Р/?0Р||>||Р£2Р||, и пусть Я<с)/о=Мо, где %о — наибольшее по модулю соб­
ственное значение. Из формулы (7) следует, что РЕ0Р}0—'1г(l+Zo)/o, при­
чем в рассматриваемом случае ‘/г(1+Х0) = ЦРЕ’оРН.

Теперь для дифракционных потерь а0 основного симметричного коле­
бания /о резонатора получаем формулу

ОСо=4 COS2 ф0(1 —COS2 фо),

а для собственной функции /0 имеем ll^o/oll/ll/oll =cos ф0.
Таким образом, дифракционные потери основного колебания конфо­

кального резонатора определяются величиной минимального угла, образо­
ванного подпространством финитных функций РЬг (равных нулю вне зер­
кала) с одним из собственных подпространств оператора F, описывающе­
го резонатор с «бесконечными зеркалами». На собственной функции 
этот угол достигается, поэтому /о — это такая финитная функция, кото­
рая менее всего (в смысле нормы в Ь2) отклоняется от соответствующего 
собственного подпространства оператора F.
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