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В работе (’) сформулирована одна теорема площадей для класса (/-ква­
зиконформных гомеоморфизмов расширенной комплексной плоскости на 
себя, конформных вне единичного круга, нормированных в точке z=°° 
условиями /(«>) =°°, /(°°) =1-

В настоящей заметке принцип площадей распространяется на класс 
мероморфных и однолистных в конечносвязной области функций u>=/(z), 
допускающих ^-квазиконформное продолжение до гомеоморфизма плоско­
сти на себя.

1. Пусть В — конечносвязная область плоскости z, содержащая беско­
нечно удаленную точку, с границей Г, состоящей из тп замкнутых, взаим­
но внешних аналитических кривых Жордана r<v), v=l, ..., m. Обозначим 
через У. (В; q) множество всех ^-квазиконформных гомеоморфизмов ш= 
=/(z) плоскости на себя, удовлетворяющих уравнению Бельтрами /,= 
= p(z)/z с комплексной измеримой характеристикой p(z), | ц(z) | k<i *,  
и таких, что сужение /(г) на В суть мероморфная и однолистная функция 
с лорановским разложением в точке z=°° вида

* Заметим, что характеристики p(z), 0(z) М. А. Лаврентьева (см. (2)) отображе­
ния /(z) связаны с комплексным отклонением p(z) п.в. соотношением p(z) = 
= —е210 (р—1) (р + 1)_1.

** Выбирается та ветвь логарифмической функции, которая при z = °o обращает­
ся в нуль. При£=о° полагаем Н(z, °°)=P(z, <»)=0, zeB.

/(z)=z+<Zo+atz-‘+..., /е2(й), z^B. (1)
Заметим, что если /(z) — произвольная функция класса S(B), отобра­

жающая В на область с аналитической границей, то для нее нетрудпо по­
строить (/-квазиконформное продолжение на всю комплексную плоскость 
(ср. (3), стр. 1068).

Следуя работе И. М. Милина (4) (см., также (’’)), введем в области В 
лорановскую систему функций {cp„(z); ©„(z)},” и две функции области 
R(z, £) иР(г, £) по формулам**

Z?(z,S) = 4b (z~£)2
7«/2(z,^)/o(z, 5)

P(z,g) = ~ln Л/2(гЛ)
/.(z,g)

(2)

Здесь при заданных ^В (£^°°) и 0е[0, л), /e(z, £)е£(5), /0(£, £)=0, 
единственная в области В функция, которая отображает В па щ-плос- 
кость с тп разрезами по дугам логарифмических спиралей наклона 6 к 
лучу, исходящему из начала координат (см., например, (6), стр. 219).

2. Пусть w=/(z) — произвольная функция класса Ё(Щ </). Условимся 
обозначать образ области В при отображении /(z) через D, а функцию 
Грина для области D с полюсом в точке ш=°° через G(w, D). При каж­
дом ре[1, °°) линии уровня Cp={w. G(w, <»; D) =ln p} ограничивает об­
ласть Dp, содержащую точку w=°° и множество dp, являющееся внутрен­
ностью линии уровня Ср.
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Прежде чем сформулировать основную теорему, заметим, что функци 
Ф„(г) лорановской системы могут быть представлены в виде Ф„(г) = 
=/’„(z)+7i„(z), n—i, 2,..., где P„(z) —полиномы степени п, a fe„(z) 
регулярные в В функции, нормированные условием Л„(о°)=0 (см. (7 
стр. 145).

Теорема. Пусть iv=f(z) — произвольная функция класса 2(5; д) 
Q(w) — произвольная функция, регулярная на множестве dp, р>1, отли*.  
пая от постоянной в каждой связной компоненте. Производная сложно 
функции F(z)=Q(f(z)') регулярна на некотором кольцевом множеств 
Вт. n={z: In r<G(z, оо, 5) <1п В}, l^r<H, и разлагается в ряд типа Лоран

00 оо

F'W = £aXW£Up.'W- (3

Пусть
00 00

У, (A„V (z) + (z)) = У, упсрп' (z),
(4:

тогда имеет место неравенство
(1-fc2) |ь|2^2 (^|А„|2-^Р„|2]

71=1 71=1 71 = 1

I- (5)

При этом характеристика отображения, реализующего 
имеет вид

знак равенства

, 0, ze5,

£A„P„'(z)

,u(z)= ^n=*  , Z^CB

EA„P/(z)
n=l

где 0 — произвольное вещественное число.
Площадь о римановой поверхности, являющейся образом множества 

СВ при ^-квазиконформном отображении /* ’(z), оценивается снизу по фор­
муле

I-* 2 гг
о>-—— JJ \F^\2dxdy, z=x+ty,

СВ

со знаком равенства при |p(z)|=A: п.в. в СВ. С другой стороны (ср. (’), 

стр. 184), о=л(Е |А„|г— £ |>.„|’).
71=1 П=1

Представим множество СВ в виде суммы его связных компонент &*,

СВ= [J Ък, и определим во всей комплексной плоскости z функцию g(z) 
k=i

следующим образом: g(z) ~F(z) — £ A„P„(z) — щ, когда z^bk и g(z) =
71=4

= £ A„fe„(z)+£ A,„cpn(z), когда ze5. Здесь ch— надлежащим образом 
п=1 п=1

выбранные комплексные постоянные.
Представим производную gz(z) в интегральном виде (см. (8), стр. 57, 

73):

gz(z)=-— [[z^)(£-z)-!dgdTi, £=|+й].
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Тогда

JJ = = Jj Ы2<Дс/т| > л J1, lyj2,

СВ n=i

со знаком равенства в том и только в том случае, когда gz(z)=O и.в. в СВ. 
Полученные соотношения приводят к неравенству (5).

Замечание 1. Считая B={z: |z|>1}, получим неравенство площа­
дей, установленное в работе (*).

Замечание 2. Осуществляя в теореме предельный переход при 
А->1, получим обобщенную теорему площадей И. М. Милина (4) для 
функций класса 2 (В).

3. Сформулируем некоторые следствия, выбирая надлежащим образом 
функцию Q(w) (ср. С4,’,9"11)).

Следствие 1. Пусть /(z) — произвольная функция класса 2(5, q), 
разложение которой в ряд типа Лорана имеет вид

оо

/(г) = апФ
п—1

z^B.

Тогда

(1-Л2) Ё
n-=i n=i

где aIf„, тг=1, 2, —коэффициенты при z~*  в разложении функций
Л„(г) в окрестности точки z=°°.

Замечание 3. Осуществляя в формуле (7) предельный переход при 
А-»-1, придем к внешней теореме площадей для функций класса 2(5).

Пусть /(z) — произвольная функция класса 2(5; q). Рассмотрим регу­
лярную в области В функцию

In

где выбрана ветвь логарифма, обращающаяся в нуль при £=0°. 
Следствие 2. Пусть f(z) е2(5; д) и хр, р=1, 2, . . ., — постоянные,

такие, что 0< D | хр12<°°. Пусть
р—1

Тогда
со оо

(1—/с2) у, | у, Яр (©„,„+©„,₽)

п=1 р—1

р

(8)

Это неравенство, обобщающее известное в теории однолистных функ­
ций неравенство Н. А. Лебедева, И. М. Милина, Поммеренке и Дж. Джен­
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кинса, следует из сформулированной выше теоремы при

Гр р=1

где интегрирование ведется но замкнутому контуру, принадлежащему не­
которому кольцевому множеству В1: я.

4. Сформулированные выше коэффициенты неравенства могут быть 
применены для нахождения оценок некоторых функционалов.

Предложение 1. Пусть /(z)eS(S; q) и z, 'Q^B. Тогда

I z-t I2 I z-t I2(1-fc2) I In--------- V- + k2 In—----- ---------fl(z,£)

Предложение 2. Для функций f(z)^£(B; q) при любом ^t=B имеет 
место неравенство

(1-* 2) | {/(£),£} |2+* 2| {/(?), □ r<36n2W(s, □ ,
где {/(£), £} —производная Шварца, aK0(z,t,) —известная ядерная функ­
ция Вергмана.

Отмеченные неравенства легко следуют из неравенства (8) п неравен­
ства Коши.
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