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Ю. М. ДАНИЛИН

МЕТОДЫ СОПРЯЖЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ, НЕ ТРЕБУЮЩИЕ 
РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНЫХ ЗАДАЧ МИНИМИЗАЦИИ

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 1 III 1974)

1°. Пусть х^Еп, {(х) — строго выпуклая квадратичная функция

f(x)=42(Ax, x) + (b, х)+с, (1)
где А — симметричная матрица пХп, удовлетворяющая условию (Ах, х)>0 
для любого х^О; b — вектор, с — скаляр.

Определим систему векторов гг, 1, следующим образом:
i-i

j=0

(u>i, е3)
(гйвд)

(2)Ki<n-1;

здесь Wo,..., wn-i — произвольная система линейно независимых векто­
ров; e{=f(x0)—f(x0—ri)=Art, х0^Еп — произвольная точка, /'(^—гра­
диент функции / (х).

Лемма 1. Система векторов г0, ..., rn-i — является А-ортогоналъ- 
ной, т. в.

(Ar,, г>) =(et, rj) =0, i*/; (Art, n)#=0. (3)
Доказательство леммы нетрудно провести по индукции.
Наличие системы векторов г0, ..., г„_4 позволяет построить обратную 

матрицу A-i и, следовательно, определить точку минимума х, функции 
(1):

r^Xo-A-'fo'. (4)

Из (2), с учетом условий (3), вытекают следующие равенства:

(г„ е,)=(и?<, е,), О^Кп-1;

(Wi, eh)=0, 0=Ci<7c<n—1.
(5)
(6)

Наиболее просто реализуется предлагаемый алгоритм в том случае, 
если полагать

и\=11Р,+1, Х,=5^0, OsSisSn—1, (7)

где щ+1 — единичный орт (i+1) -й оси координат. При этом, как следует из 
(6), координаты e?=e?= ... =eAft=0, В силу этого, с учетом
(5), оказывается, что для построения векторов г, (2) и определения точ­
ки х. (4) требуется вычислить всего частных производных
функций / (х).

2°. Используем приведенные результаты для построения алгоритмов 
минимизации неквадратичных функций. Будем считать далее, что f(x) — 
дважды непрерывно дифференцируемая сильно выпуклая функция, т. е.

т\\у\\г<(Г'(х)у, у)^М\\у\\г, m>0 Nx, у^Еп. (8)
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Пусть xh — произвольная точка, е.=/'(яд) —/'(хА—г;), векторы г, строят­
ся по формулам (2), причем иц выбирается в виде (7). При выполнении 
условий (8) из (2) вытекает, что

|Xi|=||jpi|KI|rf||^Ci|w?i||=C'|Xi|, С<°°. • (9)
Учитывая еще, что система векторов г, образует правую треугольную 
матрицу (поскольку г,*=(г!1,...,г \ 1 , 0,..., 0); символ ‘ означает транс­
понирование) , и rl+1 =Xi, нетрудно установить справедливость следую­

щего результата.
Лемма 2. Если Ат — определитель, образованный векторами г/||г,||,

1, то существует такая постоянная 6>0, что при произвольном 
выборе точки хк будет | А, | ^б.

На основании леммы 2 можно утверждать, что матрица
п—1

г=0

удовлетворяет условиям

т0||г/||2^(ЛА-1г/, у)^М0\\у\\2, иг0>0 Чу^Е".

Рассмотрим теперь следующий алгоритм минимизации:

xA+i=xA+aA/)ft, рА=—А-’//, ^=0, 1,...,

(Ю)

(И)

(12)
где А,~' определяется в виде (10), а в качестве скалярного множителя ссА 
берется наибольшее значение параметра 0<а^1, при котором выполняет­
ся неравенство

/(х*+арА)-д/(ад)<еа(//, ph), 0<е<‘/2 (13)
(более подробно проводимый способ выбора ак описан в (’,2)). В силу (11) 

справедлива
Лемма 3. Если f(x) удовлетворяет сформулированным требованиям, 

то последовательность {ад} (12) сходится к точке минимума х, с геомет­
рической скоростью при произвольном выборе множителей ХАО.

3°. Будем теперь считать, что где
а//кы^а//||, (и)

причем постоянные (7>0 и С не зависят от к. В силу сходимости после­
довательности (12) и условий (9), (14) при 1|г,11-*0, 0<гСн— 1.

Лемма 4. При выполнении оценок (14) справедливы равенства

(rh ej)=o(||r1||||ej|i)=oi|rii|2, А/, O^i, /Сп-1. (15)
Если матрица f'(x) 

L, то
удовлетворяет условию Липшица с постоянной

| (п, е,) |^С||л||3, А/. (16)
Результат леммы 4 показывает, что при минимизации неквадратичной 

функции векторы r0, ...,rn_t при достаточно больших к будут близки к 
f' (яд) -ортогональным.

Лемма 5. Если матрица Ак~* определяется в виде (10) и выполняют­
ся условия (15), то ||ЛА—//'||->0 при °°. При выполнении оценок (16) 
НА—//'1КСПп||, 1.

Доказательство леммы может быть проведено аналогично соот­
ветствующим доказательствам в (2,3), если учесть, что

П—1 *
—-----  ==r.+11.j 0=s?/<n-l,

(гй е.)
г=0

причем в силу (15) ||ть11=о1НГ, а при выполнении (16) llnJI^C||r;||2.
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Теорема 1. Если f(x) удовлетворяет сформулированным требова­
ниям и множитель выбирается таким образом, чтобы выполнялись оцен­
ки (14), то последовательность (12) сходится к решению со сверхлинейной 
скоростью. Если матрица f'(x) удовлетворяет условию Липшица, то ско­
рость сходимости квадратичная.

Доказательство теоремы основывается на результатах леммы 5.
4°. Рассмотрим теперь свойства процесса (12), определяя матрицу Ak~* 

в виде

Fk-X-i 
(гк_ъ бЛ_г) (17)

где векторы r^=7jn+j, =0, 1,. . ., (X/Xn— 1, строятся по формулам

^En+j ^tn+j (18)

а вектор wSn+j выбирается в виде zpEn+j=X|„+jPJ+1. 
Из (18) с учетом условий (8) вытекает

(19)

Используя эти оценки, можно установить, что для определителя Дгк, обра­
зованного векторами 7*_«/||гЛ—Д1, 1, сохраняет силу результат лем­
мы 2. В силу этого матрица Л*-1 (17) будет удовлетворять условиям 
(11). Следовательно, для метода (12) при построении матрицы Ак 1 в виде 
(17) сохраняет силу лемма 3, и поэтому при произвольном выборе коэф­
фициентов лЛ при

lk*+1—Жл||-^0. (20)
Далее будем считать, что множители /.„ выбираются таким образом, 

чтобы выполнялись условия: при

|Х*|->0, (21)

0<CsS|XEn+J+1|/|^n+j|^l, О^7^и-2, (22)
где постоянная С не зависит от

Из (19) при выполнении (21) и (22) следует, что

1ЫН0; 0<m^n+H1ll/K„+JI<C, 0C/<re-2. (23)

Лемма 6. При выполнении условий (21) и (22) справедливы ра­
венства

е*-0=о(||гА_<||||е*_,||), i^=j. (24)

Доказательство леммы проводится по индукции, с использова­
нием условий (20) и (23). На основании (24) можно установить, что для 
матрицы Ak~l (17) выполняется условие ||ЛЬ—f/'Ц-^О при

Теорема 2. Если /(ж) удовлетворяет сформулированным требова­
ниям, матрица строится по формуле (17) и множители удовлетво­
ряют условиям (21), (22), то последовательность (12) при выборе ак из 
условия (13) сходится к решению со сверхлинейной скоростью.

5°. В алгоритмах (12), в отличие от известных методов сопряженных 
направлений, не требуется вычислять сщ без условия min f(xk+apk). Это а
объясняется тем, что построение системы сопряженных векторов (2) или 
(18) в принципе не связано с решением задачи минимизации f(x). Начи­
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ная с некоторого к, в (12) значение аь=1. В этом отношении методы типа 
(12) аналогичны алгоритмам, изучавшимся в (2). В методе {(12), (10)} 
на каждой итерации процесса требуется строить п сопряженных векто­
ров г,, в методе {(12), (17)} на каждой итерации требуется строить лишь 
один вектор rh. Поскольку скорость сходимости сравниваемых методов 
примерно одинакова, то эффективность метода {(12), (17)} будет выше, 
чем эффективность алгоритма {(12), (10)}. Изучаемые методы, обладая 
скоростью сходимости, близкой к скорости метода Ньютона, требуют для 
своей реализации меньше вычислений на итерации. Особенно это относит­
ся к методу {(12), (17)}. Этот алгоритм также менее трудоемок и по срав­
нению с методами (2), поскольку не требует построения двойственного 
базиса на каждой итерации.

В заключение отметим, что, используя предложенный способ построе­
ния сопряженных векторов, можно разрабатывать и другие алгоритмы 
аналогичного типа.
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