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1. Энергетические теоремы. Луиджи Федерико Менабреа 
впервые при рассмотрении статически неопределимых ферм с идеальными 
шарнирами использовал начало наименьшей работы, полагая, что лишние 
неизвестные обращают в минимум потенциальную энергию деформации 
фермы. Эта работа (') была доложена в 1857 г. Туринской Академии наук. 
В развитие этой статьи Альберто Пио Кастилиано в дипломной работе на 
звание инженера (2) дал обоснование метода и применил его к ряду задач 
строительной механики. Эти материалы были опубликованы в виде двух 
мемуаров (3,4). Несколько позднее в 1879 г. А. Кастилиано издал работу 
на французском языке (5), в которой привел полпое доказательство его 
известных теорем и указал различпые примеры их применения.

По первой теореме Кастилиано dU/dbk=Pk, где U—потенциальная 
энергия деформации упругой системы, — проекция вектора перемеще­
ния точки приложения силы па направление силы.

Вторая теорема показывает, что производная от потенциальной энергии 
деформации, как функции независимых сил Р, по любой из них дает со­
ответствующее перемещение точки приложения силы dU/dPk=bk.

Пользуясь этими результатами, Кастилиано дал доказательство пачалу 
наименьшей работы.

Вторая теорема, раскрывающая метод определения перемещений, на­
шла широкое применение в механике деформируемого тела. Однако обе 
теоремы выведены в предположении линейной зависимости между нагруз­
кой и деформациями. Для применения теоремы к задачам с нелинейной 
связью между усилиями и перемещениями Фридрих Энгессер (е) ввел по­
нятие дополнительной потенциальной энергии. Им показало, что в общем 
случае перемещение по направлению силы равно производной от дополни­
тельной энергии деформации по силе. Этот вывод находится в соответствии 
с принципом минимума дополнительной энергии деформации, сформули­
рованным в работе Энгессера (е) и Франческо Кротти (’). Применение это­
го принципа к задачам термоупругости излагается в работе (8). Выводу 
вариационных уравнений термоупругости посвящена статья (9). В настоя­
щей работе дается формулировка теоремы Кастилиано для случая темпе­
ратурных деформаций.

2. Теорема взаимности работ. Для ненагретого упругого тела 
при действии на него нескольких сил эта теорема была сформулирована 
Е. Бетти (10) и Рэлеем С1,12). Обобщение теоремы па случай температур­
ных деформаций сделано В. М. Майзелем в работе (13). В соответствии с 
этой теоремой

Л <р'«>'с+Ш Г0‘гг-

S V V

- Д (WS + Д J (Q, 6')ЧГ + ДJ w dV. (1)
SV V

4 Доклады АН, т. 219, Кг 2 305



В уравнении (1) связаны параметры двух состояний закрепленного уп­
ругого тела. Р', Q', 6', Т' — поверхностные, объемные силы, перемещения 
и температура одного состояния тела соответственно; без штрихов эти же 
величины второго состояния. Считаются справедливыми формулы закона 
Гука. Модуль упругости Е, коэффициент Пуассона v, коэффициент темпе­
ратурного расширения материала а не зависят от температуры. 0 — относи­
тельная объемная деформация,

0
ди
дх

dv dw
~ду ~dz’

и, v, w — компоненты вектора перемещения.
Для упрощения записи примем объемные силы равными нулю. Поверх­

ностные силы будем считать сосредоточенными, тело в первом состоянии 
ненагретым (7’/=0). Тогда уравнение (1) примет вид

(2)

здесь 0' — относительная объемная деформация первого состояния.
3. Вторая теорема Кастилиано. Пусть тело во втором состоя­

нии нагружено системой внешних сил и неравномерно нагрето (темпера­
тура в каждой точке равна Г). В первом состоянии тело не нагревается, 
но нагружается силой dPk, являющейся главной частью приращения силы 
P,=k второго состояния. Применяя теорему взаимности (2), в этом случае 
получим

8кдРк= £р&'+-^~ JJJre'dR (3)
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Но работа сил Р} на перемещениях б/ в ненагретом теле от силы dPk 
численно равна изменению потенциальной энергии деформации непагре- 
той системы по силе

dpkdPk-
j

(4)

Величина

0'
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----- dPk;дРк (5)

здесь Q=du/dx+dv/dy+dw/dz определяется только от заданных сил без 
учета нагрева.

Подставляем (4) и (5) в уравнение (3) и разрешаем его относительно 
бА. В результате получим

V
(6)

Уравнение (6) представляет собой обобщение второй теоремы Касти­
лиано на случай температурных деформаций упругого тела.

Стержневая система. Запишем уравнение (6) для стержневой 
системы, каждый элемент которой испытывает в общем случае деформа­
цию изгиба, растяжения, сжатия и кручения. Совместим ось х с осью 
стержня в данной точке контура. Тогда продольная относительная дефор­
мация будет равна ъх=ах/Е, где ох — нормальное напряжение в точке по­
перечного сечения стержня ненагретой системы от действия сил Р,. гу— 
=e.=—vax/E. Следовательно,

1—2v
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Подстановка этого выражения в уравнение (6) приводит к формулиров­
ке второй теоремы Кастилиано для нагретой комбинированной стержневой
системы

s>~ (7)
V

Проекция вектора перемещения точки приложения силы на ее направ­
ление равна частной производной по силе от суммы потенциальной энер­
гии деформации системы и интеграла по объему от произведения относи­
тельной линейной температурной деформации аТ на величину нормаль­
ного напряжения ох.

4. И н т е г р а л единичной нагрузки, интеграл Мора. 
Метод фиктивной единичной нагрузки разрабатывался Джеймсом Клерком 
Максвеллом (14) и Отто Христианом Мором (15). С помощью теоремы Ка­
стилиано (7) легко получить интеграл единичной нагрузки, определяю­
щий смещение точки нагретой пространственной рамы или комбиниро­
ванной стержневой системы. Если учесть, что д(5х/дРк=о', где о' — нор­
мальное напряжение в точке поперечного сечения от действия единичной 
силы, приложенной вместо силы Рк, то уравнение (7) можно записать в 
виде

д U Г Г Г6‘=1К+И1л<гк
V

(8).

Как известно, использование первого слагаемого в формуле (8) приво­
дит к интегралу Мора С’5), определяющему смещение точки от действия 
внешних сил ненагретой системы. Из второго слагаемого непосредственно 
получается формула

(9)

где интегралы берутся по контуру стержневой системы; здесь F, Jz, Л, — 
площадь и моменты инерции поперечного сечения стержня относительно 
главных центральных осей z, у. Myi — нормальная сила и изги­
бающие моменты в сечении от действия единичной силы, приложенной в 
точке, смещение которой определяется,

Nt=^aETdF, Mzl= ^aETydF, Mvt = ^ aETz dF.
F F F

Как видно, выражение (9) представлено в форме слагаемых интеграла 
Мора, определяющего перемещение при действии сил, и дополняет его для 
случая температурных деформаций упругой системы.
Московский авиапионный институт Поступило
им. С. Орджоникидзе 25 VI1974
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